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_ Pro pfFipomenuti

Automat muze také ovladat ¢teci hlavu — dvousmérny
(dvoucestny) automat

prechodova funkce: —\J—p
QxX—Qx{-1,0,+1}

Slovo w je pfijato dvousmérnym koneé¢nym
automatem, pokud:
— vypocet zac¢al na prvnim pismenu slova w vievo
v pocatecnim stavu
— Cteci hlava poprvé opustila slovo w vpravo v nékterém
pfijimacim stavu
— mimo ¢tené slovo neni vypocet

definovan (vypocet zde kongéi I w I

a slovo neni pfijato) %E

1qEF

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Véta o dvousmérnych automatech

Jazyky prijimané dvousmérnymi kone€¢nymi
automaty jsou pravé jazyky prijimané kone¢nymi
automaty.

Moznost pohybovat ¢teci hlavou po pasce nezvétsila silu
kone¢ného automatu!

Pozor, na pasku nic nepiSeme!
Pokud miizeme na pasku psat, dostaneme Turingtiv stroj.

Zrejmé: kone¢ény automat — dvousmérny koneény automat
dvousmérny automat vzdy posouva hlavu doprava

KA A=(Q1X16,q0’F) - 2KA B=(Q!X,8‘,qO’F)! 5‘(q,x)=(5(q,x),+1)

Zbyva: dvousmérny kone¢ny automat — koneény automat
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Diikaz véty o dvousmérnych automatech (1)
[

[ u v ]

1) Formalni popis vlivu slova u na vypocet nad slovem v

(i) kdy poprvé opustime slovo u vpravo [ uw | v |
(v jakém stavu poprvé vstoupime nad v) qoz

f(a'p) =g poprvé piejdeme na v ve stavu q :

f(gp) =0 nikdy neopustime u vpravo q

(ii) pokud opustime slovo v vlevo, kdy se [Tu | v ]
nad v opét vratime 3 ;p

f(p) =q vratime se nad v ve stavu q ; %j

f(p)=0 nikdy uz se nevratime 9

2) Vypocet nad u mame popsany funkci f,
f,: QU {g‘} = QU {0}

f.(ay) popisuje situaci (i): v jakém stavu poprvé odejdeme vpravo,
pokud zaéneme vypocet vlevo v po¢ateénim stavu q,

f,(p) (PEQ) popisuje situaci (ii): v jakém stavu opét odejdeme vpravo,
pokud za€neme vypocet vpravo v p

symbol 0 znaci, ze dana situace nenastane (odejdeme vievo nebo cyklus)
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__Duikaz véty o dvousmérnych automatech (2)

Pro kazdé slovo u mame funkci f, popisujici vypocet
dvousmérného automatu A nad u

Definujme ekvivalenci slov takto: u~w < f =f,
tj. slova jsou ekvivalentni, pokud maji stejné ,,vypoctové“ funkce

Vlastnosti ~:
— je to ekvivalence (zifejmé, definovano pomoci =)
— ma koneény index (maximalni pocet riznych funkci je (n+1)"*
pro n-stavovy dvousmérny automat)
— je to prava kongruence (zifejmé u~w => uv~wv, protoze rozhrani
u|v a w|v je stejné a nad v se automat chova stejné)

— L(A) je sjednocenim jistych tfid rozkladu X*/~
staci si uvédomit, ze weL(A) < f,(q°)EF
u~w = f,(q0)=f,(q'g) = (UEL(A) <> WEL(A))

Podle Nerodovy véty je L(A) regularni jazyk.
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_ Prevod 2KA na NKA

Konstruktivni dikaz véty o dvousmérnych automatech.
Jak vypocet s navraty prevést na linearni vypocet?
— zajimaji nas jen prijimaci vypocty
— divame se na prechody mezi symboly (v jakém stavu se
prechazi na dalSi poli¢ko)
Pozorovani:
 stavy se v prechodu (fezu) stfidaji (doprava/
doleva)
+ prvni stav jde doprava, posledni také doprava
+ v deterministickych pfijimajicich vypoétech
nejsou cykly
* prvni a posledni fez obsahuji jediny stav

1. Najdeme vS8echny mozné fezy - posloupnosti
stavil (je jich kone€éné mnoho).

2. Mezi fezy definujeme (nedeterministické)
prechody podle ¢teného symbolu.

3. Rekonstruujeme vypocet skladanim fezt
(jako puzzle).
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__Formalni prevod 2KA na NKA

Necht’ A=(Q,X,d,q,,F) je dvousmérny koneény automat.

Definujme ekvivalentni nedeterministicky koneény
automat B=(Q",X,d%,(q,),F‘), kde:
Q‘ = vSechny korektni prechodové posloupnosti
posloupnosti stavti (q',...,q%) z Q takové, ze
- délka posloupnosti je licha (k=2m+1)
- zadny stav se neopakuje na liché ani na sudé pozici
(Visj g2i=q2i) A (Visj q2*1sq2*1)
F'= {(C|) I C{EF} prechodové posloupnosti délky 1 obsahujici koncovy stav
d'(c,x) ={d | dEQ‘ A c—d je lokalné konzistentni

prechod pro x} T L.

—?—?—

L(A)=L(B)? he
»trajektorie 2KA A odpovida feziim KA B“ A

¢ d
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__Priklad prevodu 2KA na NKA
Méjme nasledujici dvousmérny koneény automat:
a b Mozné rezy a jejich konzistentni prechody:
—=+p| p*1 q+ a b a b
«q| 9,1 r,-1 p—>p p4—>q  q+—4>g q“‘
' ! ! ' r '
rjp+ o @ (&) e
Ukazka vypoctu: |
Vysledny nedeterministicky KA:
pPPaaq
r
pPgaq ’
r
Pq ” [ a
rr q
Pq & |app
- N Tase]
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__Mnozinové operace nad jazyky

Sjednoceni jazyka L,UL,={w]|weL, v welL,}
Priklad: jazyk obsahuje slova zacinajici baba nebo kongéici baa

Prinik jazykua L,NL,={w]|weEL, A welL,}
Priklad: jazyk obsahuje slova se sudym poétem nul a kazdy
symbol 1 je bezprostiedné nasledovan 0

Rozdil jazyku L,-L,={w|weL, A wZL, }

Priklad: jazyk obsahuje slova zac¢inajici baba a neobsahuijici abb

Doplnék jazyka -L ={w]|we&L}=X*L
Priklad: slova jazyka neobsahuji posloupnost tii symboli 1

Plati tradi¢ni de Morganova pravidla
L,NL,=-(-L, U-Ly,)

__Uzavienost na mnozinové operace

Necht'L, a L, jsou jazyky rozpoznavané koneé¢nymi automaty.
PotomL,UL,,L,NL, L,-L,a-L, jsou také jazyky rozpoznavané
kone¢nymi automaty (tfida £ je uzaviena na uvedené operace).

Konstruktivni dukaz:
doplnék
staci prohodit koncové a nekoncové stavy pfrijimajiciho det. automatu
sjednoceni, prunik a rozdil
idea: paralelni béh prfijimajicich automatt
A, =(Q;,X,3,,q4,F,), A; = (Q,X,3,,0,:F>)
udélame spojeny automat A = (Q,X,9,q,F)
Q=Q;xQ; q=(9,9,)
3((P1;P2),X) = (81(P1,X), 3,(P2:X))
sjednoceni F=(F,xQ)u(Q,xF,)

QDY . rrn)
L, -L,=L,N-L, A
Automaty a gramatiky, Roman Bartak Automaty a gramatiky, Roman Bartak
__Mnozinové operace v prikladé _Kéemu to je?

Navrhnéte kone¢ny automat pfrijimajici slova, ktera
obsahuji 3k+2 symbolu 1 a neobsahuji posloupnost 11.

Pfima konstrukce komplikovana! ﬁ 61
L, ={w | w&{0,1}* A |w]|; = 3k+2} @ 1 @ 1 @
L,={w|uve{0,1}* Aw=u11v} \/' A N
L=L,-L, 0

0

=2,
oy, S8
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Muazeme operace s automaty nékde pfimo vyuzit?

Napriklad v planovani, kde automat popisuje, jak se méni
hodnota néjaké stavové proménné.

rloc Y
move1-2 load2, cpos move1l-2,
unloadz

load1
unload1y move2-1

move1-2,
move2-1

Plan se potom muze hledat movel-2 L e
jako prunik automata. roc | S~ a2 _—

V kazdém stavovém diagramu
se provede stejna

loc1 load:
cpos loc2 WHRE load2 2.1 s
- movez2-
posloupnost akci. r ~——
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__Retézcové operace nad jazyky

Zretézeni jazyku
Mocniny jazyka

Pozitivni iterace
Obecna iterace
ziejmé L* = L* U {A}
Otoceni jazyka
reverse, zrcadlovy obraz
Levy kvocient L, podle L,
Leva derivace L podle w
Pravy kvocient L, podle L,
Prava derivace L podle w

L,.L,={uv|uEL, A veL,}
Lo={A}

L+ =Li.L
L*=L'UL2..=U,, L
L*=L°UL'"...=U,,L

LR={uR|ueL}
(X4Xp. - X,)R = X, ... XXy
L,\L,={v]uvelL, A ueL, }

dyL={w}\L
L,/L,={u|uveL, AvEL,}
R, L=L/{w}

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

__Uzavirenost zietézeni

L,,L,EF=L,.L,EF [ L, L, |

idea:
nejprve pocita automat A,=(Q,,X,3,,9,,F,) potom A, =(Q,,X,d,,9,,F,)
realizace:
pomoci nedeterministického koneéného automatu B =(Q,X,3,S,F)
nedeterminismus slouzi pfi rozhodovani kdy prepnout do A,

Q =Q,UQ, (prfedpokladame riizna jména stavd, jinak prejmenuj)

S ={a} pokud ML, (q,&F,)
={q4, q,} pokud AEL, (q,€F,), tj. rovnou prejdeme také do A,
F =F, konéime az po preéteni slovazlL,

8(q,x) = {d4(q,x)} pokud q€Q, A 3,(q,X)&F,
={3,(a,x), 9,} pokud qEQ, A d,(q,x)EF,
={5,(q,x)} pokud q€Q,

DCV: ovéfit L(B) = L(A,) . L(A,)

(pocitame v A;)
(pfechod A, do A;)
(pocitame v Aj)
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Uzavienost iterace

LeF= L*eF

| el | uel | uelL |

idea: opakovany vypocet automatu A=(Q,X,5,q,,F)
realizace: nedeterministické rozhodnuti, zda pokracovat nebo restart
pozor! AcL* i kdyz MZL, feSime pomoci specialniho stavu

hledame nedeterministicky automat B =(Q*,X,5‘,S,F¢)
Q‘=QU{s} pridame novy stav pro pfijem A

S ={qo s} novy stav

F'=FU{s} kon¢ime po precteni slovaz L nebo v s (pro )

8(a,x) = {8(q,x)}

pokud qEQ A 8(q,x)&F  (poéitame uvniti A)

={8(q,x), o} pokud qEQ A 8(q,x)EF (mozny restart)

d'(s,x) ={}

LeF= L*eF

zadné prechody z nového stavu

stejna konstrukce, pouze bez pouziti stavu s
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Uzavienost reverse

—

LeF< LReF

ziejmé (LR)R = L, a tedy staci ukazat LeF = LReF

idea: obratime ,,Sipky“ ve stavovém diagramu

realizace: nedeterministicky kone¢ny automat
A=(Q,X,3,q,,F) - B=(Q,X,8',F.{q})
d(a,x) = {p | 3(p,x)=q } (8(p,x)=q <> pEd*(q,x) )

W = Xy X5...X,,
dos 9s ---q, je prijimajici vypocet pro w automatu A
tj- 6(qiixi+1)=qi+1 a anF
<>
Ups A1y ---o j€ PFijimajici vypoéet pro wR automatu B
i € 8(dis1,Xis1)

Poznamka:
nékdy L nebo LR ma vyrazné jednodussi pfijimajici automat
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__Uzavrenost kvocientu

L,

L,L,EF= L,\L, EF L, |

idea: automat A, budeme startovat ve stavech, do kterych se Ize dostat
slovemz L,

realizace: nedeterministicky automat B ,,témér“ totozny s A, (rozdil ve
startovnich stavech)

S = {q | 9€Q, JuEL, g=3,(q,,u)} nové startovni stavy

Ize nalézt algoritmicky (A,=(Q4,X,3,,q4,{q}), pak g€S < L(A,)NL,=J)
veL\L,

< Ju€L, uvel,

< Juel, AqEQ, d4(q4,u)=q A 3,4(q,Vv)EF,

< JqES d4(q,v)EF,

< VEL(B)

L,L,eEF=L,/L,EF
obdobné nebo pomoci L,/ L, = (L,R\L,R)R
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__Priklady fetézcovych operaci
L = {abi, i=0} L.L = {ab'abj, i=0, j=0}
(o)

27N o
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L, = {a"ba’2ba’, i=0} L, = {a"bal, i=0}

QL’QL’O QL’O
/O \ ” /0 N
o) o)
(D )

a,b a,b
L,\L; ={aba®, i=0}=L,
0)
&

a,b
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necht X je kone¢na abeceda

pro kazdé x&X budiz o(x) jazyk v néjaké abecedé Y,

dale polozme:
o(h) = {A}
o(u.v) = o(u) . a(v)

zobrazeni o: X* — P(Y*), kde Y = U, Y, se nazyva substituce
O(L) = Uyer o(W)

nevypoustéjici substituce, zadné o(x) neobsahuje A

Priklad:

o(0) = {a'b}, i,j=0}, o(1)={cd}
5(010) = {a'bicda*b, ij,k,I=0}

homomorfismus h: h(x) = w, (specialni pfipad substituce)
nevypoustéjici homomorfismus: w, = \

Véta: LEF, VxEX o(x)EF = o(L), h(L), h"(L)EF

h(L) = {w | h(w)EL} Automaty a gramatiky, Roman Bartak
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_ Poznamky k uzavérovym vlastnostem

Zjednoduseni navrhu automatu

LO=0d.L =

{ML=L{\} =L

(L*)* =L*

(LiUL) =Ll = ALl
(L,.L,)R =L,R.L,R

d.(Ly ULy =9, LU, L,

d,(X* - L) =X*-4,L

h(L; UL,) =h(L,) U h(L,)

Dukaz regularnosti
L = {w | w&{0,1}*, |w|,=|w|,} neni regularni
L N {01, i,j=0} = {01}, i=0}
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