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Motivacni ulohy

 Jak resit ulohy typu:
> Nalezeni nejkratSi trasy (po

silnici, po zeleznici...) z Prahy
do Vidne.

> Najit nejkratsi reseni Loydovy
patnactky.
» Pomoci prohledavani!
» Neslo by vyuzit specialnich
vlastnosti téchto uloh?
- Re$eni je moZné hledat i od
cile.

o Umime odhadnout délku
reseni.
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Formalni popis ulohy

» Je dan pocatecni stav s a cilovy stav t.

» Z kazdého stavu se muzeme dostat pomoci
danych akci do dalSich stavu (,nasledniku®).

» Kazda akce ma (nezapornou) cenu.
» Ukolem je najit nejlevnejsi posloupnost akci,
ktera vede ze stavu s do stavu t.

» Jedna se vlastne o nelezeni nejkratsi cesty
mezi dvema vrcholy v ohodnocenem grafu
G=(V, E), kde:

> Vrcholy V jsou stavy.

> Hrany E predstavuji prechody mezi stavy
pomoci akci.



Dijkstruv algoritmus?

» Neslo by pouzit Dijkstrav algoritmus?

- Klasicka implementace DA predpoklada, ze je
cely graf néjak ulozen v pameéti.

>V nasem pripade je vetsinou dan implicitne.

- Cely graf by se Casto do paméti ani nevesel!
» Uniform Cost Search (UCS)

- Modifikovana verze DA.

- Pracuje i s implicitnim grafem.

- Specialni pripad best-first search. (Bude
pozdéji...)



Prohledavani — datove struktury

» V pameti je ulozena jen cast grafu v okoli s (t).
» Data jsou reprezentovana stromem
prohledavani, ktery je tvoren uzly.

e Uzel je urCen stavem a cestou do tohoto stavu
Zs (1).

o Datova struktura pro uzel typicky obsahuje:
o Stav
- Ukazatel na rodiCe

- Délku cesty z korene - g(v)
> DalSi pomocné udaje (napfr. pouzitou akci)



Prohledavani — expanze uzlu

» Prohledavaci strom se zvetSuje tak, ze se
postupne expanduiji listy.

» Pri expanzi uzlu se vytvori novy uzel pro
kazdého naslednika.

» Nove uzly se pridaji do prohledavaciho stromu
jako potomci expandovaneho uzlu.

» Expandovane uzly — uzavrene
» Neexpandovane uzly — otevrene
- Tvori ,okraj* (fringe, frontier).
» Pro jeden stav muze byt ve strome vice uzlu.

- Redeni: Nechame si jen uzel s nejkratsi cestou z
korene, ostatni zahodime.



Best-first search

» Obecna trida prohledavacich
algoritmu.

» Pro expanzi se voli ,nejlepsi” uzel.
- Uzel u s nejmensi hodnotou f(u).

- Jednotlive algoritmy se lisi (hlavne) ve
funkeci f.
Pro f(u) = g(u) dostaneme Uniform-Cost Search.



Best-first search - pseudokod

1. Put the start node s on a list called OPEN of unexpanded nodes.
2. If OPEN is empty, exit with failure; no solution exists.
3. Remove from OPEN a node n at which f is minimum (break ties
arbitrarily, but in favor of a goal node), and place it on a list called CLOSED
to be used for expanded nodes.
4. If n is a goal node, exit successfully with the solution obtained by tracing
back the path along the pointers from n to s (pointers are assigned in Steps
5 and 6).
5. Expand node n, generating all its successors with pointers back to n.
6. For every successor n’ of n:
a. Calculate f(n").
b. If n” was neither in OPEN nor in CLOSED, then add it to OPEN.
Assign the newly computed f(n’) to node n’.
c. If n” already resided in OPEN or CLOSED, compare the newly
computed f(n’) with that previously assigned to n'. If the new value is
lower, substitute it for the old (n’ now points back to n instead of to its
predecessor). If the matching node n’ resided in CLOSED, move it
back to OPEN.
7. Go to Step 2.

[P. E. Hart, N. J. Nilsson, and B. Raphael. A formal basis for the heuristic determination of minimum cost paths. IEEE
Transactions on Systems Science and Cybernetics, SCC-4(2):100-107, 1968]



Pozadavky na ,dobrou” f(n)

 Intuitivné: f(n) by méla davat (dolni) odhad na délku reseni
pres uzel n.

» Chtéli bychom, aby platilo:
1.  Prouzel n, ktery odpovida cilovému stavu, je f(n) rovno g(n).
2. Pokud n a n‘jsou dva uzly pro stejny stav tak

g(n) <g(n) = An')<An)
3. Pokud je n" potomek uzlu n, tak
) =2 An)
» Pokud jsou tyto podminky splnény, tak plati:
> Do uzavienych uzlu jsou nalezeny nejkratSi cesty.
o Kazdy stav je expandovan nejvyse jednou.

o Algoritmus nalezne nejkratSi cestu do cilového stavu. (Pokud cesta
existuje a stavovy prostor je konec€ny...)

» Podminky jsou splinény napriklad pro
> f(n) =g(n) (Uniform-cost search)
o f(n) = g(n) + h(n), kde h je konzistentni pfipustna heuristika (A*)

LI N 4

e Je mozne pouziti ,osklivejsi” f



A*
e 1(n) =g(n) + h(n)

» Heuristika h dava odhad na délku cesty do cilového
stavu.

> Pripustnost: Vn h(n) < h*(n)
h*(n) je délka optimalni cesty do cilového stavu
o Konzistence: Vnn' h(n) = h(n) - d(n, n)

d(n, n‘) je délka (nejkratsi) cesty z n do n’
Staci, kdyz to plati pro hrany (ekvivalentni definice).
» Pokud je pouzita pripustna heuristika, tak nalezenée
reseni je optimalni.
» Pokud je navic heuristika konzistentni, tak je kazdy stav
expandovan maximalne jednou (viz predchozi slide).




IDA*

» Problémem A* je velka pamétova naroCnost.
» Resenim miiZe byt IDA*
> Pouziva heuristiku stejné jako A*
> Prohledavani do hloubky (lze implementovat rekurzi).

> Vice iteraci, v kazdeé je stanovena maximalni hloubka
vzhledem k f(n).

> Limit na hloubku se postupné zvysuje.
IDA* je jednodussi nez A*.

Potrebuje mnohem mene pameti.
Stavy muze expandovat opakované.

- Jednak kvuli iteracim, ale hlavné proto, Ze si nepamatuje
vSechny navstivené stavy.

> Exponencialni Casova slozitost v nejhorsim pripade
(vzhledem k velikosti prozkoumané oblasti).
o Lze CasteCné resit.
Transpozi¢ni tabulky.
Kombinace A* + IDA*



Obousmerné prohledavani

» Prohledavani probiha ,zaroven” od pocatku i od cile.
» Cesta je nalezena, kdyz se prohledavaci stromy potkaji.

» Graf muze byt orientovany, ale musime umét nalézt
predchudce.

e Pro¢ obousmérneé?

- Predstava: PoCet uzlu roste s hloubkou vic nez linearné (Casto
exponencialne).

- Je tedy lepsSi provést dvé prohledavani do polovicni hloubky.
» Prvni nalezena cesta (délky L) nemusi byt nejkratsi.

> Rulzna kritéria, kdy muze prohledavani skoncit, abychom méli
jistotu, Ze bylo nalezeno optimalni feseni.

Obousmérny UCS: m(i)n g,(u) + m(iDn g,(v) =L
ucsO, vel,




Obousmerné heuristicke p. (1)

Neslo by vyuzit heuristiku i pri obousmeérném
prohledavani?

BHPA — Ira Pohl, 1971

> A* sou€asné z obou sméru.

- Uzel pro expanzi se vzdy vybira ze smeru, kde je
meneé otevrenych uzlu.

- Tém&F vzdy pomalej$i nez A*... R 4
Poté ruzné experimenty s front-to-front
vyhodnocovanim.
- BHFFA (1977), d-node retargeting (1984)
- Pomalé, nebo nemusi najit optimum...
BS* - James B.H. Kwa, 1989
o Mirné vylepSeni BHPA
Zahazovani zbyte¢nych uzlu.
Snaha najit (néjaké) feSeni co nejdfiv — horni odhad.
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Obousmerné heuristicke p. (2)

* BIDA* - Manzini, 1995; PS* - Dillenburg &
Nelson, 1994

- Perimetr okolo cile; front-to-front vyhodnocovani.

- Lepsi vysledky nez jednosmerne prohledavani
(IDA*) pro Loydovu patnactku.

» Dynamicka heuristika — Kaindl & Kainz, 1997

> Vylepseni heuristiky pomoci prohledavani
Z druhého smeru.

> Souvisi s ,vyvazenymi heuristikami®. (Ikeda et
al., 1994)

» Mnoho dalsSich algoritmu... J%g}



BS*

o A*z obou sméru (vylepseni BHPA)

» Pozaduje konzistentni pripustnou heuristiku.

» Hlavni mysSlenka: Je mozné zahazovat uzly, pres které nemuze
vést nejkratSi (lepsi) cesta.

1. nipping — Pokud zname pro uzel nejkratSi cestu do cilového stavu, tak ho
neni potfeba expandovat. NejkratSi cestu zname pro uzaviené uzly z druhého
sméru.

Je to ale komplikovanéjsi - ,bad nodes”®

2. pruning — V pfedchozim pripadé je mozné zahodit potomky uzavieného uzlu
z druhého sméru. (,opozdény nipping®)

3. trimming, screening — Je mozné zahodit uzly, které nemaji f-hodnotu mensi
nez dosud nalezena nejkratSi cesta (horni odhod délky cesty).
screening — pfi expanzi takové uzly ani nejsou vytvoreny

» Setkani stromu se kontroluje jiz pro oteviené uzly.
- Je dobré ziskat co nejdriv horni odhad na délku cesty.

» Je mozné pouzit jednodussi postup — bez pruningu.
w_ ° Priexpanzi uzlu se zahodi otevieny uzel z druhého stromu pro stejny stav

(pokud existuje).
Ij’z o Nevytvari se nové uzly pro stavy, pro které jiz existuje uzavieny uzel.



Kaindl & Kainz (1997)

o Non-traditional Bidirectional search

1.

2.

Napred prohledavani z jednoho sméru (best-first
search). Prohledavaci strom je ulozen v paméti.

Poté prohledavani z druného smeéru, pri kterém se
vyuziva prohledavaci strom ziskany behem prvniho
prohledavani.

» Dynamicka heuristika h’

o

Pri druhém prohledavani se pouziva heuristika h',
ktera je vytvorena na zakladé dat ziskanych béhem
prvniho prohledavani.

Dava lepsi odhady nez h (h* dominuje h).
PUvodni heuristika h musi byt konzistentni (a
pripustna).

2 metody: Add Method, Max Method

Lze dale vylepsit.



Znaceni

O,, O,— Mnoziny otevienych uzlu okolo s, resp. t.

g,(u), g,(v) — Délka cestyzsdo u, resp. zvdot
v prislusném strome prohledavani.

- hy(n)— Heuristicky odhad g;(n).
- fi(n) =gi(n) + hy(n), j=3-i
diffi(n) = gi(n) - hy(n)



Dynamicka heuristika - principy

« BUNO pFedpokladejme, Ze mame otevfieny uzel u € O, a chceme
odhadnout vzdalenost do t. (Pro druhy smér je vSe analogicke.)

» Muzeme predpokladat, ze u neni uzavieny v druhém stromé (viz
BS*).

» NejkratSi cesta z u do t musi vést pres nejaky otevieny uzel z O.,,.

» Dolni odhad deélky nejkratSi cesty z u do t pres uzel v € O, oznaCme
h2,v (U)
» Dynamicka heuristika h,'(u) se spocita jako:

h,"(u) =min h2,v (u)

VEOZ




Dynamicka heuristika - |

o N 4 (1) = max(h,(u), mindist,)
o mindist,=min{ g,(v)| vE€ 0, }

» Konzistentni pfipustna heuristika (pokud se
mindist, nemeni).

» Opravuje prilis malé hodnoty heuristiky.

......



Diff

- diff(n) = g(n) - h(n)
o Rozdil mezi skute¢nou vzdalenosti a odhadem.
> Pro pripustnou heuristiku je vzdy nezaporny.

> Pro konzistentni heuristiku diff,(n) smérem od t nikdy

neklesne.
(Podobné pro druhy smer a diff,(n).)

» Pokud se prohledavaci stromy setkaji v uzlech
u~u’, tak je nalezena cesta délky L.

> L=g,(u) +g,(u)
o L =1, (u) + diff,(u’)
o L = diff,(u) + f,(u’)




Dynamicka heuristika - Il

e ,Add Method"”

o i () = h,(u) + mindiff,
o mindiff,=min { dif,(v) | v€ 0, }

» Konzistentni pfipustna heuristika (pokud se
mindiff, nemeéni).

» Pokud je mindiff, nenulove, tak je lepsi pro
kazdy uzel.

......



Dynamicka heuristika - Il

» ,Max Method"

* b\, (0) = max(a,(u), minf, - b (u))
o minf=min{ £(v)| v€ 0, }

» Opet konzistentni pfipustna heuristika (pokud se
minf, nemeni).

» Dava vetsi hodnoty pro uzly s velkym diff,(u) .




Dynamicka heuristika - zaver

» Dynamické heuristiky je mozné zkombinovat

° By (1) = max(# g (1) , A qq(0) , A (W)=
= max(mindist, , h,(u) + mindiff,, minf, - h,(u))
> Vznikne opét pripustna konzistentni heuristika.

» U&elem prvniho prohledavani je, aby vysledna
dynamicka heuristika byla co nejlepsi. Jak to ale
zajistit? (V jakém poradi vybirat uzly pro expanzi?)
> Podle f? Podle diff? Podle vzdalenosti? Kombinace?
> DocCasné zahozeni uzlu s velkou f-hodnotou.

o Stridavé prohledavani.
» Neslo by najit jesté lepSi dynamickou heuristiku?

re. N> (U)=minmax(g,(v).h,(u) +diff,(v), £,(v) - h,(u))

x



Vyvazene heuristiky

» lkeda et al., 1994
» Jsou vyzadovany konzistentni heuristiky h, a h,.

e SoucCasné (best first) prohledavani z obou smeéru.
° 11(v) = 91(v) + py(v)
o 15(V) = go(v) + pa(v)
° py(v) +py(v) =C
1. pe(v) = hy(v); po(V) = -hy(V)
2. Ppa(v) = -hy(v); pa(v) = hy(v)
3. pav) = (hy(v) - hy(v))/2Z; py(v) = (hy(v) - hy(v))/2
» Odpovida klasickemu obousmérnemu
prohledavani na grafu s redukovanymi vahami.
> ¢'(u,v) = c(u,v) - h(u) + h(v)

> A* je ekvivalentni Dijkstrove algoritmu pracujicimu
s redukovanymi vahami.



BIDA* (Manzini, 1995)

» Zatim jsme vzdy meli heuristiky, které odhadovaly
vzdalenostjen dotas.

» Casto mame heuristiku h(u,v), ktera dava dolni odhad
na vzdalenost mezi libovolnymi dvéema uzly u a v.
» BIDA*
- Stejny pristup jako u dynamickeé heuristiky.
> Opét 2 prohledavani.
V prvnim se vytvori perimetr okolo t.
Ve druhém se nalezne feseni pomoci IDA*.
> Vzdalenost mezi uzlem ueO, a veO, se odhadne
pomoci h(u,v).
° h(u) =min { h(u,v) + g,(v) | V€O, }
> Pri vypoctu h'(u) je potreba vycCislovat h vicekrat.
V nejhorsSim pripadée pro kazdy uzel z O,,.
Ve skute€nosti je ale mozné hodné vypoctu usetfit.



Pijls & Post, 2008 (2010)

» ,,Anew bidirectional search algorithm with shortened
postprocessing” (European Journal of Operational Research)

o Obousmérny A* (jako BS*).
» Pamatuje si dosud nejlepsi nalezenou cestu (délky L).
* main phase, postprocessing phase

» Po nalezeni prvni cesty (postprocessing phase) jsou
zahazovany uzly s velkym rozdilem.

o diff(u) + minf; 2 L, ie(12},j=3-i

Search space on termination of the New-symmetric algorithm (left) and the Traditional algorithm (right)



Frontier search

» Korf et al., 2005

» Prohledavani, pri kterém se neudrzuji
v pameti uzavrene uzly.
- Mensi pameétove naroky.

» Obecny postup, ktery Ize aplikovat na ruzné
algoritmy (jednosmerné i obousmerne).

» Hodi se predevsim na neorientované grafy.

» Seznam zakazanych akci u kazdeho
otevreneho uzlu.
- Akce, které by vedly na uzavreny uzel.

» Reseni je nutné zrekonstruovat jinym
Zpusobem.

- Metoda rozdel a panuj.



Experimenty - Labyrint




Experimenty — 15 puzzle
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Experimenty — 15 puzzle
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Jine ulohy
S e cltmeweow

(ID)A* RQ1T10 BHSDH RQ1T10 BHSDH
15p_1.in 46 2 1 1 50,0% 50,0%
15p_2.in 52 1065 10 11 0,9% 1,0%
ch_2.in 16 29 6 5 20,7% 17,2%
mz_1.in 250 1 0 1 0,0% 100,0%
mz_2.in 810 26 21 16 80,8% 61,5%
sok_1.in 46 1 0 0 0,0% 0,0%
sok _3.in 142 19 0 0 0,0% 0,0%
sok_4.in 58 9 0 0 0,0% 0,0%
sok_6.in 154 >601 8 9 1,3% 1,5%
sok_9.in 76 >601 2 3 0,3% 0,5%

pramér 165 >235,4 4.8 4.6 2,0% 2,0%



Nevyhody obousmerného p.

» Ne vzdy Ize pouzit.
- Musime znat cilovy stav (stavy).
- Musime vzdy umét najit predchudce.
» VSechny algoritmy jsou pomerne slozite.
> Je obtizne je implementovat.
> Velka sance, ze nekde bude chyba.
e Neni zaruceno, ze bude obousmérné
prohledavani rychlejsi.
> Nevhodna uloha.
- Spatna implementace. (Pomalé datové struktury...)
» Je potfeba hodné paméti.
VétSina ,,obousmérnych” algoritmu vyzaduje
konzistentni heuristiky.
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