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1. Jsou dány dva výroky nad množinou prvovýrok̊u P = {p, q, r, s, t}:

ϕ : (¬p ∨ q) ∧ (p ∨ r) ∧ (¬q ∨ ¬s) ∧ ¬q,
ψ : (p ∨ t) ∧ (¬q ∨ ¬r).

(a) Pomoćı implikačńıho grafu rozhodněte, zda je výrok ϕ ∧ ψ splnitelný. (2b)

(b) Tablo metodou určete množinu MP′
(ϕ) všech model̊u ϕ nad P′ = {p, q, r, s}. (3b)

(c) Kolik existuje navzájem neekvivalentńıch výrok̊u nad P′ nezávislých v {ϕ}? Uved’te
zd̊uvodněńı. (2b)

(d) Je teorie {ϕ,ψ} nad P konzervativńı extenźı teorie {ϕ} nad P′? (2b)

2. Jsou dána následuj́ıćı tvrzeńı:

(i) Každý má nějakého nepř́ıtele.

(ii) Nepř́ıtel nepř́ıtele je př́ıtel.

(iii) Svému př́ıteli je každý př́ıtelem.

Ukažte rezolućı, že pak:

(iv) Česko má př́ıtele, jehož (nějaký) nepř́ıtel má za př́ıtele nějakého nepř́ıtele Česka.

Konkrétně:

(a) Uvedená tvrzeńı vyjádřete sentencemi ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4 jazyka L = 〈N,P, c〉 bez rovnosti,
kde N , P jsou binárńı relačńı symboly, N(x, y) resp. P (x, y) znač́ı, že “x má za nepř́ıtele
resp. př́ıtele y”, a c je konstantńı symbol označuj́ıćı Česko. (2b)

(b) Pomoćı skolemizace předchoźıch formuĺı nalezněte otevřenou teorii T (př́ıpadně ve
větš́ım jazyce), která je nesplnitelná, právě když {ϕ1, ϕ2, ϕ3} |= ϕ4. (2b)

(c) Převedeńım axiomů T do CNF nalezněte teorii T ′ ekvivalentńı T a axiomatizovanou
klauzulemi. Napǐste T ′ v množinové reprezentaci. (1b)

(d) Rezolućı dokažte, že T ′ neńı splnitelná. Rezolučńı zamı́tnut́ı znázorněte rezolučńım
stromem. U každého kroku uved’te použitou unifikaci. (4b)

(e) Nalezněte konjunkci základńıch instanćı axiomů T ′, která je nesplnitelná. Nápověda:
využijte unifikace z (d). (2b)

3. Necht’ T je teorie jazyka L = 〈f, g, a〉 s rovnost́ı, kde f , g, a jsou (po řadě) binárńı, unárńı
a nulárńı funkčńı symboly, s následuj́ıćımi axiomy

f(x, f(y, z)) = f(f(x, y), z),

f(a, x) = x ∧ f(x, a) = x,

f(x, g(x)) = a ∧ f(g(x), x) = a.

(a) Je sentence (∀x)(∀y)f(x, y) = f(y, x) pravdivá / lživá / nezávislá v T? Uved’te zd̊uvodněńı.
(2b)

(b) Uvažme strukturu Z4 = 〈{0, 1, 2, 3},+,−, 0〉, kde +,− jsou standardńı sč́ıtáńı a (unárńı)
mı́nus modulo 4. Je teorie Th(Z4) jednoduchá extenze teorie T? Je Th(Z4) kompletńı?
Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)

(c) Nalezněte všechny podstruktury Z4. Jsou všechny modelem teorie T? Zd̊uvodněte. (2b)

(d) Necht’ Q = 〈Q,+,−, ·, 0, 1〉 je struktura racionálńıch č́ısel se standardńımi operacemi.
Existuje redukt Q, který je modelem T? Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)
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