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Sylabus

• Prostředky pro popis složitosti algoritmů a operaćı nad
datovými strukturami, tzv. asymptotická notace, O-notace

• (Binárńı stromy,) AVL-stromy, Červenočerné stromy

• B-stromy

• Hašováńı

• Grafové algoritmy: prohledávańı, topologické tř́ıděńı, SSK

• Extremálńı cesty v grafech (a dat.struk. halda)

• Minimálńı kostra (a dat.struk. Union-Find)

• Metoda Rozděl a panuj

• Tř́ıděńı: Dolńı odhad složitosti (problému) tř́ıděńı, pr̊uměrný
př́ıpad Quicksortu, randomizace Quicksortu, lineárńı tř́ıd́ıćı
algoritmy
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• Algebraické algoritmy (LUP rozklad)

• (Hladové alg.)
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Měřeńı a porovnáváńı algoritmů:
- časová složitost
- prostorová (pamět’ová) složitost
- komunikačńı složitost (napr. počet paket̊u)

Použ́ıváme funkce závislé na velikosti vstupńıch dat:
- od konkrétńıch dat k dat̊um určité velikosti
- porovnáváme funkce

Jak měřit velikost vstupńıch dat? (i jiných dat)
rigorózně: počet bit̊u nutných k zapsáńı vstupńıch dat

Př́ıklad: vstup jsou (přirozená) č́ısla a1, ..., an ∈ N velikost
dat D v binárńıch zápisu je |D| = ∑n

i=1dlog2 aie
Odstraněńı závislosti na konkrétńıch datech:

- v nejhorš́ım př́ıpadě
- v pr̊uměrném př́ıpadě (vzhledem k pravděpodobnostńımu
rozložeńı vstupńıch dat)

Časová složitost algoritmu: funkce f : N → N taková, že
f (|D|) udává počet krok̊u algoritmu v závislosti na datech
velikosti |D|.

Intuitivně: neńı podstatný přesný pr̊uběh funkce f (”až
na multiplikativńı a aditivńı konstanty”), ale to, do jaké
”tř́ıdy”funkce f patř́ı (lineárńı, kvadratická, ...)
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Co je krok algoritmu:
- teoreticky: operace daného abstraktńıho stroje (Turing̊uv
stroj, stroj RAM)
- zjednodušeně (budeme použ́ıvat): krok algoritmu = operace
proveditelná v konstantńım čase (nezávislém na velikosti dat)
- aritmetické operace (+, -, *, ...)
- porovnáńı dvou hodnot (typicky č́ısel)
- přǐrazeńı pro jednoduché datové typy (ale ne pro pole)

- t́ım se zjednoduš́ı i měřeńı velikosti dat (č́ısla maj́ı pevnou
maximálńı velikost)

Př́ıklad: setř́ıdit č́ısla a1, ..., an : velikost dat |D| = n
Toto zjednodušeńı nevad́ı při porovnáńı algoritmů, ale může

vést k chybě při zařazováńı algoritmů do tř́ıd složitosti. (Přesněǰśı
měřeńı kroku: cena operace záviśı na velikosti zpracovávaných
dat, tj. na počtu bit̊u/buněk)

Proč měřit časovou složitost: (slajd)
- proč někdy nepomůže rychleǰśı poč́ıtač
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Asymptotická složitost

- zkoumá chováńı algoritmu na ”velkých”datech (ignoruje
konečný počet výjimek)
- zařazuje algoritmy do ”kategoríı”
- zanedbává multiplikativńı a aditivńı konstanty

Definice:

• f (n) je asymptoticky menš́ı nebo rovno g(n), znač́ıme
f (n) ∈ O(g(n)),
pokud ∃c > 0∃n0∀n ≥ n0 : 0 ≤ f (n) ≤ c.g(n)

• f (n) je asymptoticky větš́ı nebo rovno g(n), znač́ıme
f (n) ∈ Ω(g(n)),
pokud ∃c > 0∃n0∀n ≥ n0 : 0 ≤ c.g(n) ≤ f (n)

• f (n) je asymptoticky stejné jako g(n), znač́ıme f (n) ∈
Θ(g(n)),
pokud ∃c1, c2 > 0∃n0∀n ≥ n0 : 0 ≤ c1.g(n) ≤ f (n) ≤
c2.g(n)

• f (n) je asymptoticky ostře menš́ı než g(n), znač́ıme f (n) ∈
o(g(n)),
pokud ∀c > 0∃n0∀n ≥ n0 : 0 ≤ f (n) ≤ c.g(n)

• f (n) je asymptoticky ostře větš́ı než g(n), znač́ıme f (n) ∈
ω(g(n)),
pokud ∀c > 0∃n0∀n ≥ n0 : 0 ≤ c.g(n) ≤ f (n)

Př́ıklady kategoríı funkćı: Θ(1), log(log n), log n, log2(n),
n1/2, n, n log n, n2, n3, 2n, 22n, n!, nn, 22n, ...

Pozn: některé dvojice funkćı nejdou porovnat
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DC: (ZnačeńıO(f+g)) Dokažte:max(f (n), g(n)) ∈ Θ(f (n)+
g(n)).

DC: pro cm, ca > 0 a g(n) = cm.f (n) + ca dokažte g ∈
O(f ) (a g ∈ Θ(f ))

Př́ıklad tvrzeńı a d̊ukazu:
Pokud f ∈ O(h) a g ∈ O(h), potom f + g ∈ O(h).
Dk-idea: máme cf , nf , cg, ng pro c, n0 z předpoklad̊u o f a
g z definice ”O”. Zvoĺıme c = cf + cg, n0 = max(nf , ng),
potom pro každé n ≥ n0 plat́ı 0 ≤ f (n) + g(n) ≤ cf .h(n) +
cg.h(n) = (cf + cg).h(n) = c.h(n), QED

Aplikace: odhad složitosti sekvence př́ıkaz̊u.

Pozn: nevhodný zápis f = O(g)
Pozn: vliv multiplikativńı a aditivńı konstanty v asympto-

tické notaci:
Porovnáńı n + 100 a n2, 2100n a n2

Složitost f (n) = 10n je lepš́ı než g(n) = 1n log n až pro
n > 210

Složitost f (n) = 5n1.9 je lepš́ı než g(n) = 1n2 až pro n > 510

Složitost f (n) = 21000n je lepš́ı než g(n) = 2n pro n ≥ 1010
Malá data je někdy vhodné zpracovat jednodušš́ım algorit-

mem s menš́ı režíı, i když má větš́ı asymptotickou složitost.
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Dynamické množiny

dynamické - měńı se v čase (obsah, velikost, ...)
prvek dynamické množiny je př́ıstupný přes ukazatel (poin-

ter) a obsahuje
1. kĺıč - typicky z nějaké lineárně uspořádané množiny
2. ukazatel(e) na daľśı prvky (nebo části reprezentuj́ıćı struk-
tury)
3. daľśı (uživatelské) data (!)

Operace na dynamické množině: Necht’ S je dynamická
množina prvk̊u, k hodnota kĺıče a x ukazatel na prvek:

• Find(S, k) - vraćı ukazatel na prvek s kĺıčem k v množině
S anebo NIL

• Insert(S, x) - do S vlož́ı prvek, na který ukazuje x

• Delete(S, x) - z S odstrańı prvek, na který ukazuje x

•Min(S) - vraćı ukazatel na prvek v S s minimálńım
kĺıčem

•Max(S) - vraćı ukazatel na prvek v S s maximálńım
kĺıčem

• Succ(S, x) - vraćı ukazatel na prvek v S bezprostředně
následuj́ıćı (v lineárńım uspořádáńı kĺıč̊u) po prvku, na
který ukazuje x, anebo vraćı NIL

• Predec(S, x) - analogicky pro bezprostředně předcházej́ıćı
prvek k x
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Binárńı vyhledávaćı stromy (BVS)

Dynamická datová struktura, která podporuje všechny ope-
race na dynamické množině

Binárńı strom: každý vrchol reprezentuje jeden prvek množiny
a obsahuje kĺıč a 3 pointry na levého syna (levý), pravého sy-
na (pravý) a rodiče (rodič)

- strukturu binárńıho stromu můžeme použ́ıt pro jiné da-
tové struktury, např. pro binárńı haldu (pro heapsort). V ńı
je kĺıč vrcholu menš́ı než oba potomci.

Pro binárńı vyhledávaćı strom plat́ı:
pro každý prvek x plat́ı: všechny prvky v levém podstromě
prvku xmaj́ı menš́ı kĺıč než x (připoušt́ıme rovnost) a všechny
prvky v pravém podstromě prvku x maj́ı vetš́ı kĺıč než x.

Find(x,k) % x je ukazatel na kořen BVS obsahujı́cı́ S

1 while (x<>NIL) and (k<>klı́č(x)) do % k je pod x

2 if k < klı́č(x) % zúženı́ výběru

3 then x <- levý(x) % posun doleva

4 else x <- pravý(x) % posun doprava

5 return x % x=NIL or k=klı́č(x)

Složitost je O(h), kde h je výška BVS. Na každé úrovni
stromu spotřebujeme konstantńı čas, tj.O(1). Stejná složitost
plat́ı i pro ostatńı operace.

- daľśı operace (vyhledávaćı i modifikuj́ıćı):
Min(S): Od kořene doleva, dokud to jde. Prvek, který nemá

levého syna, je nejmenš́ı.
Max(S): symetricky.
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Succ(S,x): Do pravého syna, pokud existuje, pak opako-
vaně doleva. Jinak opakovaně přecháźıme do rodiče a vraćıme
prvńıho rodiče, kde opouštěný syn je vlevo, anebo NIL, po-
kud dojdeme do kořene.
Lokálně, v levém podstromě hledáme Min(), ale tato operace
je zavedena jen pro celou strukturu S.
Pozn. Muśıme ošetřit všechny možné př́ıpady.

Predec(S,x): symetricky
Insert(S,x): Klesáme podle porovnáńı doleva nebo doprava.

Prvek přidáme mı́sto NIL jako list.
Delete(S,x): Pokud má vypouštěný prvek x 0 nebo 1 syna,

vypust́ıme př́ımo. Jinak najdeme s = Succ(S, x), kterým
nahrad́ıme x (!přelinkováńım) a vypoušt́ıme prvek z pozice
s.

BVS s n vrcholy:
- nejlepš́ı př́ıpad: vyvážený (úplný) strom: výška Θ(log n)
- nejhorš́ı př́ıpad: lineárńı seznam n vrchol̊u: výška Θ(n)
- náhodně postavený strom (pr̊uměrný př́ıpad): výška Θ(log n)

Chceme zlepšit nejhorš́ı př́ıpad: Červeno-černé stromy a
AVL stromy pomoćı lokálńıch invariant̊u a lokálńıch vyvažovaćıch
operaćı zaruč́ı výšku Θ(log n) v nejhorš́ım př́ıpadě.
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Červeno-černé stromy

- Jsou to binárńı vyhledávaćı stromy, které maj́ı nav́ıc obar-
vené vrcholy: barva je červená nebo černá. (Implementačně:
1 bit)

- Z podmı́nek na obarveńı plyne, že délka cest z kořene do
list̊u se lǐśı nejv́ıc 2x. Stromy jsou vyvážené v tom smyslu, že
nejdeľśı cesta je logaritmická v̊uči počtu vrchol̊u.

Df: BVS je červeno-černý strom, pokud splňuje následuj́ıćı
vlastnosti:

1. Každý vrchol je červený nebo černý

2. Každý list (Nil, tj. exterńı vrchol) je černý

3. Pokud je vrchol červený, potom obě děti jsou černé

4. Každá cesta z vrcholu do podř́ızeného listu obsahuje stejný
počet černých vrchol̊u

Vrcholy, které nejsou exterńı, jsou vnitřńı, tj. interńı. Červené
vrcholy maj́ı (př́ıpadně exterńı) černé syny. Z 3. plyne, že
nejsou dva červené vrcholy bezprostředně pod sebou. Následně
ze 4. plyne speciálně pro kořen, že při zvolené černé výšce je
nejkratš́ı možná cesta z kořene do listu pouze černá a nejdeľśı
jen 2x deľśı (stř́ıdavě červené a černé vrcholy).

Značeńı: bh(x) je černá výška (black height) - počet černých
vrchol̊u na cestě z x do list̊u, kromě x. (Podle 4. na volbě listu
nezálež́ı.)

Lemma: Č-č strom s n vnitřńımi vrcholy má výšku h nejv́ıc
2 log(n + 1).
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Dk: Indukćı podle výšky podstromů lze dokázat, že pod-
strom ve vrcholu x má aspoň 2bh(x) − 1 vnitřńıch vrchol̊u.

Použijeme pro kořen:
n ≥ 2h/2 − 1, odtud h ≤ 2 log(n + 1)

Pro odstraňováńı poruchy se použ́ıvaj́ı rotace. Mějme situ-
ace:

1. ((α,X, β), Y, γ)
2. (α,X, (β, Y, γ))
PraváRotace(Y) převede 1. na 2., LeváRotace(X) převede

2. na 1.
Argument rotace je kořen podstromu, který se měńı.

Obrázek 1: Pravá rotace: strom před a po

Pozorováńı: uspořádáńı kĺıč̊u z̊ustalo při obou rotaćıch za-
chováno.

Pro jednotlivé transformace budeme kontrolovat zachováńı
pořad́ı kĺıč̊u a zachováńı (lokálńı) hloubky podstromů.

Hackerská školka: (Neoptimálńı) implementace rotace (v
OOP): Zapamatujeme si nejdř́ıv vše, co budeme potřebovat
(pro pravou rot. rodič(y), y, x, kořen(β)), do pomocných
proměnných a potom změńıme př́ıslušné položky/ukazatele
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(6x, pro 3 hrany).

Vkládáńı: viz Obrázky
Červený kořen můžeme přebarvit na černý bez porušeńı

vlastnost́ı Č-Č stromu. Budeme tuto vlastnost udržovat.
Fyzické vložeńı uzlu: jako v BVS, vložený uzel x obarv́ıme

na červeno.
Pak může být porušena pouze vlastnost 3, když vložený

uzel x i jeho otec y jsou červené. Pokud tato porucha nastane,
y má otce z , který je černý. Jinak konč́ıme, strom je správně
utvořený. Bratra y označ́ıme y2.

Rozeberme 3 možné př́ıpady.

Obrázek 2: Č–Č př́ıpad 1a, x = B: Strýc D je červený, před a po

1. Zahrnuje 1a, resp. 1b. Bratr y2 = D uzlu y = A, resp.
y = B, tj. strýc x, je červený. Pak y a y2 přebarv́ıme na
černo, z = C na červeno. Pokud je z kořen, přebarv́ıme
ho na černo a konč́ıme, pokud má z černého otce, konč́ıme,
jinak má z červeného otce, porucha se přesunula výš
a iterujeme (rozborem 3 možnost́ı). Uzel z je polohou
”nový”x.
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Obrázek 3: Č–Č př́ıpad 1b, x = A: Strýc D je červený, před a po

Obrázek 4: Č–Č př́ıpad 2: Strýc D je černý, x = B je vnitřńı (před a po)

2. Bratr y2 uzlu y je černý a x je opačným synem y než y sy-
nem z. Pokud je x pravým synem y, tak LeváRotace(y),
jinak PraváRotace(y). (Bez přebarvováńı.) T́ım je situace
převedena na př́ıpad 3.

3. Bratr y2 uzlu y je černý a x je stejným synem y než y
synem z. Pokud je x levým synem y a y levým synem
z, tak PraváRotace(z) a přebarveńı y na černo a z na
červeno. T́ım jsou vlastnosti Č-Č stromu splněny. Opačný
př́ıpad je symetrický.

Pozn: V př́ıpadě vkládáńı dva černé uzly pod sebou tvoř́ı
”rezervu”, kterou využijeme lokálně a poruchu nemuśıme
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Obrázek 5: Č–Č př́ıpad 3: Strýc D je černý, x = A je vněǰśı (před a po)

propagovat nahoru.
Složitost vkládáńı je O(log n).

- vlastńı vkládáńı do BVS O(log n)
- složitost 1. je O(1) (test+rotace+přebarveńı), provede se
nejvýše O(log n)-krát
- složitost 2. a 3. je O(1), provede se každá nejvýše jednou

Vypouštěńı:
Prvek odstrańıme standardńım zp̊usobem z BVS.
Pro vypouštěńı, červený uzel v lokálńım okoĺı je rezerva,

která umožńı změnu nepropagovat nahoru.
Skutečně odstraňovaný prvek y má nejvýše jednoho in-

terńıho syna, necht’ je to x. Pokud nemá interńı syny, oz-
nač́ıme x jednoho z exterńıch syn̊u. (Uzel x se dostane na
mı́sto y.)

Pokud je y červený, po jeho vypuštěńı je strom v pořádku.
Pokud je y černý, je po jeho vypuštěńı porušena vlastnost 4
(kromě př́ıpadu, když je y kořen), protože cesty vedoućı přes
y ztratily 1 ze své černé výšky.

Pokud je x červený , přebarv́ıme ho na černo a strom je v
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pořádku.
Pokud je x černý, označ́ıme ho jako dvojitě černý a tuto

(jedinou) poruchu budeme odstraňovat, bud’ na mı́stě nebo
posunem vzh̊uru.

Pokud je x kořen stromu, tak černou barvu nav́ıc od-
strańıme a černá výška všech vrchol̊u klesne o 1. Pokud x
neńı kořen, tak rodič(x), označme ho z, muśı mı́t druhého
syna interńıho, označme ho w, jinak by cesty k list̊um nes-
plňovaly podmı́nky na černou výšku. (Exterńı uzel má černou
výšku 1, tedy menš́ı než x.)

Budeme předpokládat, že x je levým synem rodiče z (opačný
př́ıpad je symetrický) a rozlǐśıme čtyři př́ıpady podle barvy
w a jeho syn̊u.

Obrázek 6: Č–Č př́ıpad 1: Bratr D je červený, před a po

1. uzel w je červený (a tedy má černé syny). Přebarv́ıme w
na černo a z (=rodič(x)=rodič(w)) na červeno a prove-
deme LeváRotace(z). T́ım se situace převede na jednu z
daľśıch 3 možnost́ı, tj. x má černého bratra.

2. uzel w je černý a má dva černé syny. Odstrańıme jed-
nu černou z x a přebarv́ıme w na červeno. Jejich otci z
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Obrázek 7: Č–Č př́ıpad 2: Bratr D, C a E jsou černé, před a po

přidáme jednu černou, tj. pokud je červený, přebarv́ıme
na černo a konč́ıme, a pokud je z černý, změńıme ho na
dvojitě černý. T́ım jsme poruchu posunuli ke kořeni a
iterujeme. Tento postup dvojitě černé vzh̊uru se zastav́ı
nejpozději v kořeni, kde jednu černou můžeme odebrat.

Obrázek 8: Č–Č př́ıpad 3: Bratr D a vněǰśı syn E černý, vnitřńı syn C červený, před a po

3. uzel w je černý, jeho levý (”vnitřńı”) syn je červený a
pravý syn černý. Vyměńıme barvy w a jeho levého syna
a provedeme PraváRotace(w). T́ım převedeme situaci na
př́ıpad 4.

4. uzel w je černý a jeho pravý syn je červený. Pravého syna
uzlu w přebarv́ıme na černo a odebereme černou z uzlu
x. Pokud byl z, tj. rodič x červený, tak ho přebarv́ıme na
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Obrázek 9: Č–Č př́ıpad 4: Bratr D je černý, jeho vněǰśı syn E červený, před a po

černo a w na červeno. Provedeme LeváRotace(z).

Pozn: V př́ıpadě vypouštěńı červené uzly (př́ıpady 3 a 4)
tvoř́ı rezervu, kterou můžeme využ́ıt lokálně. Pokud máme ”v
okoĺı”černé uzly (př́ıpad 2), muśıme posouvat poruchu výš.

Složitost vypouštěńı jeO(log n). Vlastńı vypouštěńı (včetně
přesunu listu) je O(log n). Při odstraňováńı poruchy všechny
testy a akce trvaj́ı O(1) a př́ıpady 1, 3 a 4 se vykonaj́ı jednou
a př́ıpad 2 nejvýš O(log n)-krát.

Pozn.: Popsané změny vykonáváme najednou. Při imple-
mentaci můžete samostatně rotovat a přebarvovat, ale pro
účely vysvětlováńı a d̊ukazu použ́ıváme pouze zobrazené sta-
vy.
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AVL stromy

Df (Adelson-Velskij, Landis): Binárńı vyhledávaćı strom je
AVL strom (vyvážený AVL), právě když pro každý vrchol x
ve stromě plat́ı
|h(levy(x))− h(pravy(x))| ≤ 1,
kde h(x) je výška (pod)stromu (poč́ıtáme úrovně hran).

- pro efektivitu operaćı si pamatujeme explicitně (v položce
vrcholu) aktuálńı vyvážeńı: v z množiny {−1, 0,+1}, kde
v = h(pravy)− h(levy)

Věta: Výška AVL stromu s n vrcholy je O(log n).
Idea Dk: Konstruujeme nejnevyváženěǰśı strom, s nejméně
vrcholy při dané výšce: označme pn počet vrchol̊u takového
stromu Tn s hloubkou n.
T0 : p0 = 1
T1 : p1 = 2
Tn : pn = pn−1+pn−2+1 = fibonaccin+3−1, (pro fib3 = 2)

Pozn: fibonaccin ≈ φn = (1+
√

5
2 )n ≈ 1.618n

Důsledek: Všechny dotazovaćı operace pro BVS (Find, Min,
Max, Succ, Predec) funguj́ı na AVL stromě stejně a maj́ı
složitost O(log n)

Z̊ustávaj́ı modifikuj́ıćı operace Insert, Delete.
Operace pracuj́ı stejně, po změně upravujeme zdola vyvážeńı,
s př́ıpadnou propagaćı změny nahoru (pokud to stač́ı) a př́ıpadně
použijeme rotace (jednoduchou, dvojitou)
- rotace je časově náročněǰśı než úprava vyvážeńı (ale pořád
O(1))

Jednoduchá rotace: (obrázky na slajdech)
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Obrázek 10: AVL: Přidáváme do vněǰśıho podstromu, před a po

((T1,A/-1,T2),B/-1,T3) → (T1,A/0,(T2,B/0,T3))
- přidáváme prvek do stromu T1 (přesněji: hloubka T1 rostla)
- po rotaci se do předk̊u nového A neš́ı̌ŕı změna, protože
p̊uvodńı hloubka z̊ustala zachována
- uspořádáńı z̊ustalo: T1 < A < T2 < B < T3

- pozn: Jsou programovaćı jazyky (Prolog, Haskell), které
dovoluj́ı zapsat (vlastńı rotaci, bez test̊u):

RotDoprava( t(t(T1,A,T2),B,T3), t(T1,A,t(T2,B,T3)) ).

RotDoprava (T (T t1 a t2) b t3) = T t1 a (T t2 b t3)

Neoptimálńı implementace rotace: zapamatujeme si uka-
zatele na ”objekty”včetně rodiče B a potom nastav́ıme nové
hodnoty pro jednotlivé změněné položky

Dvojitá rotace: ((T1,A/0,(T2,B/0,T3)),C/-1,T4) →
((T1,A,T2),B/0,(T3,C,T4))
- přidáváme prvek do T2 nebo T3, podle toho urč́ıme vyvážeńı
v A a C po rotaci
- po rotaci se do předk̊u B opět neš́ı̌ŕı změna
- uspořádáńı z̊ustalo
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Obrázek 11: AVL: Přidáváme do vnitřńıho podstromu, před a po

- dvojitou rotaci bereme jako jeden celek a invarianty popi-
sujeme před a po provedeńı, ne v mezistavu. Implementačně:
lze použ́ıt dvě jednoduché rotace

- analogicky symetrické př́ıpady

Rozbor př́ıpad̊u vyvážeńı při Insert: (BÚNO, přidávalo se
do levého podstromu (tj. zvyšovala se hloubka vlevo))

1) +1 na 0, konec
2) 0 na -1, propagace zvýšeńı hloubky nahoru
3) -1, přidáváme do levého levého podstromu: jednoduchá

rotace, konec
4) -1, přidáváme do pravého levého podstromu: dvojitá

rotace, konec
V př́ıpadech 3) a 4) je nový strom stejně hluboký jako

p̊uvodńı, proto nemuśıme propagovat změnu nahoru.
Rezerva pro vkládáńı je vhodná nevyváženost v kořeni.

Operace Delete, rozbor př́ıpad̊u pro předky fyzicky vy-
pouštěného vrcholu:

- ub́ıráme vrchol, tj. snižujeme výšku, BÚNO vlevo. Při
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propagaci nahoru se sńıžila výška celého stromu a muśıme
upravovat na cestě ke kořeni.

1) -1 to 0, propagace snižováńı

Obrázek 12: AVL: Delete 1: propagace nahoru, před a po

2) 0 to +1, konec

Obrázek 13: AVL: Delete 2: lokálńı oprava, před a po

3) -1 v otci, -1 v bratrovi: jednoduchá L-rotace, propagace
nahoru

Obrázek 14: AVL: Delete 3,4: před a po

4) -1 v otci, 0 v bratrovi: jednoduchá L-rotace, bez propa-
gace
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5) -1 v otci, +1 v bratrovi: dvojitá rotace, propagace na-
horu

Obrázek 15: AVL: Delete 5: před a po

- Při Delete nezaruč́ıme O(1) rotaćı jako v Č-Č stromech.
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B-stromy

- B-stromy jsou vyvážené vyhledávaćı stromy
- jsou s proměnlivým počtem následńık̊u, větš́ım než 2:

vrchol x s n(x) kĺıči má n(x) + 1 dět́ı
- aplikace: data na disku, indexové soubory databáźı
→ př́ıstup na disk je časově náročněǰśı a diskové stránky

se nač́ıtaj́ı celé, proto chceme menš́ı hloubku za cenu větš́ıho
počtu dět́ı a nevyuž́ıváńı paměti (použitelné i pro bloky cache
v operačńı paměti, obecně pamět’ovou hierarchii)
→
B-strom má následuj́ıćı vlastnosti:

1. kĺıče jsou uloženy v neklesaj́ıćı posloupnosti (zleva dopra-
va)

2. pokud je x vnitřńı vrchol s n(x) kĺıči, pak obsahuje n(x)+
1 pointr̊u na děti

3. kĺıče ve vnitřńım vrcholu rozděluj́ı intervaly kĺıč̊u v pod-
stromech

4. každý list je ve stejné hloubce

5. pro nějaké pevné t plat́ı, t ≥ 2 (tzv. minimálńı stupeň)

(a) každý vrchol kromě kořene má aspoň t−1 kĺıč̊u. Každý
vnitřńı vrchol kromě kořene má aspoň t dět́ı. Pokud
je strom neprázdný, má kořen aspoň 1 kĺıč.

(b) každý vrchol má nejv́ıc 2t−1 kĺıč̊u, teda nejv́ıc 2t dět́ı.

- pozn. k literatuře: Jsou r̊uzné varianty B-stromů. My
použ́ıváme: s hodnotami ve vnitřńıch vrcholech (vs. pouze
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v listech), s př́ıpravným štěpeńım a slučováńım – tj. počtem
dět́ı p: t ≤ p ≤ 2t (vs. t− 1 ≤ p ≤ 2t− 1)

Tvrzeńı: Pro n ≥ 1 a každý B-strom T s n kĺıči, výškou h
a minimálńım stupněm t ≥ 2 plat́ı:
h ≤ logt

n+1
2

Dk: Pro strom dané výšky h je počet vrchol̊u minimálńı, když
kořen obsahuje 1 kĺıč a ostatńı vrcholy t− 1 kĺıč̊u. Pak jsou
2 vrcholy v hloubce 1, 2t vrchol̊u v hloubce 2, 2t2 vrchol̊u v
hloubce 3 atd., až 2th−1 vrchol̊u v hloubce h.

Počet kĺıč̊u n splňuje:

n ≥ 1 + (t− 1)
h∑
i=1

2ti−1

= 1 + 2(t− 1)(t
h−1
t−1 )

= 2th − 1
a odtud plyne tvrzeńı.

Operace na B-stromě:

• Create - vytvořeńı stromu

• Search - nalezeńı prvku

• Insert - vložeńı prvku do stromu

• Delete - vypuštěńı prvku ze stromu

- pomocná operace: rozděleńı plného vrcholu: štěpeńı a
sléváńı

Obrázek 16.

- vkládáńı do B-stromu výšky h: O(h)
- při pr̊uchodu dol̊u (preventivně) štěṕıme plné vrcholy
- varianta: štěṕıme při navraceńı, pak si muśıme pamatovat
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Obrázek 16: B-stromy: štěpeńı, t = 3: před a po

(a zamknout) cestu
- speciálně: děleńı kořene zp̊usob́ı zvýšeńı výšky o 1

Obrázek 17.

Obrázek 17: B-stromy: štěpeńı v kořeni, t = 3: před a po

- invariant: vkládáme do neplného vrcholu

Vypouštěńı z B-stromu
- (rekurzivně) od kořene procháźıme stromem, kontrolujeme
a vynucujeme invariant: počet kĺıč̊u ve vrcholu je aspoň t→
nejsme na minimu t− 1 kĺıč̊u
- zabezpečeńı invariantu: kĺıč z aktuálńıho vrcholu se přesune
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do syna a nahrad́ı se kĺıčem ze souseda syna
- speciálńı př́ıpad: kořen (v neprázdném stromě): Pokud kořen
nemá žádné kĺıče a pouze 1 syna, sńıž́ıme výšku stromu.

Rozbor př́ıpad̊u vypouštěńı:

1. vypoušt́ıme kĺıč k z listu x: př́ımo

2. vypoušt́ıme kĺıč k z vnitřńıho vrcholu x

(a) pokud syn y, který předcháźı k v x, má aspoň t kĺıč̊u:
najdi předch̊udce k′ ke kĺıči k ve stromě y. Vypust’ k′

a nahrad’ k kĺıčem k′ v x. (Nalezeńı a vypuštěńı k′ v
jednom pr̊uchodu)

(b) symetricky, pro následńıka z kĺıče k

(c) jinak, synové y a z maj́ı t− 1 kĺıč̊u. Slej k a obsah z
do y, z vrcholu x vypust’ kĺıč k a ukazatel na z. Syn
y má 2t− 1 kĺıč̊u a vypust́ıme k ze syna y.

3. kĺıč k neńı ve zkoumaném vrcholu. Urč́ıme odpov́ıdaj́ıćı
kořen ci podstromu s kĺıčem k. Pokud ci má pouze t− 1
kĺıč̊u, uprav ci podle 3a) nebo 3b), aby obsahoval aspoň t
kĺıč̊u. Pak vypouštěj rekurzivně v odpov́ıdaj́ıćım synovi.

(a) Pokud ci má t− 1 kĺıč̊u a má souseda s t kĺıči, přesuň
kĺıč z x do ci, přesuň kĺıč z (bezprostředńıho) souseda
do x a přesuň odpov́ıdaj́ıćıho syna ze souseda do ci

(b) Pokud oba sousedé maj́ı t− 1 kĺıč̊u, slej ci s jedńım ze
soused̊u. Přitom se přesune 1 kĺıč z vrcholu x do nově
vytvářeného vrcholu (jako medián)
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Obrázek 18: B-stromy: vypouštěńı – přesun: před a po

- složitost vypouštěńı ze stromu výšky h: máme O(1) dis-
kových př́ıstup̊u na 1 hladině, proto je O(h) diskových ope-
raćı celkem

- přesun podrobně, 3a: (obrázek 18)
- uspořádáńı je zachováno
- hloubka se neměńı, tj. neporuš́ı
- nový vrchol IJK má t kĺıč̊u, tzn. splňuje invariant
- nový vrchol MN má aspoň t − 1 kĺıč̊u (po úpravě), tzn.
splňuje podm. B-stromu

Souvislosti:

- souvislost s červeno-černými stromy: Pro t = 2 má vrchol B-stromu 1−3

kĺıče a 2 − 4 děti, nazývá se 2 − 4 strom. Vrcholu B-stromu odpov́ıdá

černý vrchol s př́ıpadnými červenými syny.

- varianta: všechna data v listech (tzv. exterńı reprezentace): výhody: v́ıc

B-stromů (index̊u) nad stejnými daty, větš́ı štěpeńı (šetř́ım pointry na

data ve vnitřńıch vrcholech)

- varianta: počet p kĺıč̊u je: t ≤ p ≤ 2t, operace štěpeńı a sléváńı se

vykonávaj́ı po úpravě podstromů, pro t = 1 dostaneme 2 − 3 stromy,

zobecněńı: a− b stromy

27



Obrázek 19: B-stromy a Č–Č stromy

- impl: provázané stromy - maj́ı pointry na sousedy; sléváńı 3 vrchol̊u na

2; binárńı hledáńı pro pevnou délku kĺıč̊u; kĺıče proměnné délky (řetězce)

- statický strom (např. data na CD): vrcholy jsou naplněny, pamět́ı se

neplýtvá
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Hašováńı

- ideově vycháźı z př́ımo adresovatelných tabulek, které maj́ı
malé univerzum kĺıč̊u a prvky nemaj́ı stejné kĺıče.
- operace Insert, Search, Delete v čase O(1)
- implementace: pole; hodnoty pole obsahuj́ı reprezentované
prvky (nebo odkazy na ně) anebo NIL

- Ale př́ımo adresovatelné tabulky nevyhovuj́ı vždy:
- univerzum kĺıč̊u U je velké vzhledem k množině kĺıč̊u K,
které jsou aktuálně uloženy ve struktuře
- prvky maj́ı stejné kĺıče

- idea: adresu budeme z kĺıče poč́ıtat
- hašovaćı funkce h : U → {0, 1, . . . ,m− 1} mapuje univer-
zum kĺıč̊u U do položek hašovaćı tabulky T [0..m− 1]
→ redukce paměti

- problém: vznikaj́ı kolize: dva kĺıče se hašuj́ı na stejnou hod-
notu
- pozorováńı: koliźım se nevyhneme, pokud |U | > m

Řešeńı koliźı:
- zřetězeńım prvk̊u
- otevřená adresace

Pozn: Hašovaćı funkce maj́ı i jiné aplikace (s jinými požadavky)
než pro datové struktury.
- kryptografické hašovaćı funkce: otisk MD5 (Message Digest
5) nebo SHA2: v kryptografii (např.) pro ověřováńı nepo-
rušenosti zpráv; pro adresaci/identifikaci objekt̊u/soubor̊u v
distribuovaných systémech
- hašováńı pro výrobu signatury: předfiltrováńı stejných (část́ı)
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kĺıč̊u (alg. Rabin-Karp: inkr. změny; Bloomův filtr; ”tex-
ty”a bioinformatika); databáze: operace join (nerovnoměrné
rozděleńı dat); transpozičńı tabulky v hrách (kolize řeš́ıme
přepisováńım)

Analýza hašováńı se zřetězeńım

Df: Faktor naplněńı α = n
m pro tabulku T velikosti m, ve

které je uloženo n prvk̊u.
V tabulce se zřetězeńım může platit n > m, teda α > 1.

Předpoklady
- jednoduché uniformńı hašováńı: Každý prvek se hašuje do
m položek tabulky se stejnou pravděpodobnost́ı, nezávisle na
jiných prvćıch
- hodnota hašovaćı funkce h(k) se poč́ıtá v čase O(1)

Analýza hledáńı prvku:
- úspěšné nalezeńı
- neúspěšné hledáńı

Věta: V hašovaćı tabulce s řešeńım koliźı pomoćı zřetězeńı
neúspěšné vyhledáváńı trvá pr̊uměrně Θ(1+α), za předpokladu
jednoduchého uniformńıho hašováńı
Dk: Podle předpokladu se kĺıč k hašuje se stejnou pravděpodobnost́ı
do každé z m položek. Neúspěšné hledáńı kĺıče k je pr̊uměrný
čas prohledáńı jednoho ze seznamů do konce. Pr̊uměrná délka
seznamů je α. Proto je očekávaný počet navšt́ıvených prvk̊u
α a celkový čas (včetně výpočtu hašovaćı funkce h(k)) je
Θ(1 + α).

Úspěšné vyhledáváńı
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Věta: V hašovaćı tabulce s řešeńım koliźı pomoćı zřetězeńı
úspěšné vyhledáváńı trvá pr̊uměrně Θ(1+α) za předpokladu
jednoduchého uniformńıho hašováńı.
Dk: Předpokládáme, že vyhledáváme každý z n uložených
kĺıč̊u se stejnou pravděpodobnost́ı. Předpokládáme, že nové
prvky se ukládaj́ı na konec seznamu.
Očekávaný počet navšt́ıvených vrchol̊u při úspěšném vyhledáváńı
je o 1 větš́ı než při vkládáńı tohoto prvku. Poč́ıtáme pr̊uměr
přes n prvk̊u v tabulce z 1+ očekávaná délka seznamu, do
kterého se přidává i-tý prvek. Očekávaná délka tohoto sezna-
mu je (i− 1)/m. Dostaneme:

1

n

n∑
i=1

(1 +
i− 1

m
) = 1 +

1

nm

n∑
i=1

(i− 1)

= 1 +
1

nm
(
(n− 1)n

2
)

= 1 +
α

2
− 1

2m
= Θ(1 + α)

Závěr: Pokud n = O(m), pak α = n/m = O(m)/m =
O(1)
Po vyhledáńı, vlastńı operace pro přidáńı, resp. vypuštěńı
prvku v čase O(1).

- pozn: ukládáńı na konec vs. na začátek (frekventované
kĺıče vs. princip lokality)
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Volba Hašovaćıch funkćı
1) děleńım
2) násobeńım
3) univerzálńı hašováńı (samostatně)

Dobrá hašovaćı funkce splňuje (přibližně) předpoklady jed-
noduchého uniformńıho hašováńı
Pro rozložeńı pravděpodobnost́ı P zvoleńı kĺıče k z univerza
U chceme:∑
k:h(k)=j

P (k) = 1
m pro j = 0, 1..m− 1

ale: obvykle rozložeńı pravděpodobnost́ı neznáme
- interpretujeme kĺıče jako (přirozené) č́ısla, aby se daly

použ́ıvat aritmetické operace

1) Děleńı
h(k) = k mod m zbytek po děleńı
nevhodné pro m = 2p, 10p, 2p − 1
vhodné: prvoč́ısla ”vzdálené”od mocnin dvojky

2) Násobeńı
h(k) = bm(kA mod 1)c, pro k ∈ [0, 1)
obvykle pro m = 2p

Knuth doporučuje A ≈ (
√

5−1)/2 = 0, 6180339887 ... zlatý
řez φ-1

”Paradox”narozenin (a vztah k hašováńı): Mezi 23 (a v́ıce)
lidmi jsou s pravděpodobnost́ı větš́ı než 50% aspoň dva se
stejnými narozeninami.

Otevřené adresováńı
- všechny prvky jsou uloženy v tabulce, proto α < 1
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Obrázek 20: Hašováńı násobeńım

- pro řešeńı koliźı nepotřebujeme pointry, ale poč́ıtáme adre-
sy navšt́ıvených pozic
→ ve stejné paměti máme větš́ı tabulku než při zřetězeńı

- posloupnost zkoušených pozic záviśı na kĺıči a pořad́ı po-
kusu: h : U × {0, 1, . . . ,m− 1} → {0, 1, . . . ,m− 1}
- prohledáváńı pozic v posl. 〈h(k, 0), h(k, 1), . . . , h(k,m −
1)〉

- operace Search, Insert, Delete (pouze někdy)
Předpoklad uniformńıho hašováńı: každá permutace pozic
{0..m− 1} je pro každý kĺıč vybrána stejně pravděpodobně
jako posloupnost zkoušených pozic
- je těžké implementovat, použ́ıvaj́ı se metody, které to nes-
plňuj́ı

Otevřené adresováńı - metody:

1. lineárńı zkoušeńı

2. kvadratické zkoušeńı
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3. dvojité hašováńı

1) Lineárńı zkoušeńı, pro hašovaćı funkci h′ : U → 0..m−1
bude
h(k, i) = (h′(k) + i) mod m
- pouze m r̊uzných posloupnost́ı zkoušených pozic (a nezálež́ı
na př́ır̊ustku)
- problém: primárńı klastrováńı: vznikaj́ı dlouhé úseky obsa-
zených pozic
Pravděpodobnost obsazeńı pozice při vkládáńı záviśı na ob-
sazenosti předchoźıch pozic: pokud je obsazeno i pozic před,
je pravděpodobnost obsazeńı i+1

m : speciálně pro i = 0, tj.
předcházej́ıćı prázdnou pozici, je pravděpodobnost 1/m.

Př́ıklad: α = 0.5, porovnejte
a) obsazeny sudé pozice
b) obsazena prvńı polovina tabulky

- DC: lze implementovat Delete: následuj́ıćı prvky posune-
me, pokud patř́ı na/před uvolňované mı́sto

2) Kvadratické zkoušeńı:
h(k, i) = (h′(k) + c1i + c2i

2) mod m, c1 6= 0, c2 6= 0
- aby se prohledala celá tabulka, hodnoty c1, c2 a m muśı být
vhodně zvoleny
- pro stejnou počátečńı pozici kĺıč̊u x a y (tj. h(x, 0) =
h(y, 0)) následuje stejná posloupnost zkoušených pozic
→ problém: druhotné klastrováńı

- pouze m r̊uzných posloupnost́ı pozic

3) Dvojité hašováńı
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h(k, i) = (h1(k) + i.h2(k)) mod m, h1 a h2 jsou pomocné
hašovaćı funkce
- h2(k) nesoudělné s m, aby se prošla celá tabulka
možné volby:
a) m = 2p a h2(k) je liché
b) m prvoč́ıslo, 0 < h2(k) < m

Př́ıklad:
h1(k) = k mod m
h2(k) = 1 + (k mod m′), kde m′ je o trochu menš́ı než m

- máme Θ(m2) posloupnost́ı zkoušených pozic
- mı́sto Delete použ́ıváme Pseudodelete: vypouštěný prvek

zneplatńıme, odstrańıme ho při přehašováńı tabulky

Analýza hašováńı s otevřeným adresováńım
- ”obvyklé”předpoklady: uniformńı hašováńı: Pro každý

kĺıč k je posloupnost zkoušených pozic libovolná permuta-
ce {0..m− 1} se stejnou pravděpodobnost́ı.

Věta: V tabulce s otevřeným adresováńım s faktorem na-
plněńı α = n/m < 1 je očekávaný počet zkoušených pozic
při neúspěšném vyhledáváńı nejv́ıce 1/(1−α), za předpokladu
uniformńıho hašováńı.

Dk: Všechny zkoušky pozice kromě posledńı našly obsaze-
nou pozici.
Definujme pi = Pr{právě i zkoušek našlo obsazenou pozici}
Očekávaný počet zkoušek je 1 +

∞∑
i=0
i · pi (1)

Definujme qi = Pr{aspoň i zkoušek našlo obsazenou pozici}
Plat́ı 1 +

∞∑
i=0
i · pi = 1 +

∞∑
i=1
qi, chceme spoč́ıtat qi (!∑ od ”1”)

Prvńı zkouška naraźı na obsazenou pozici s pravděpodobnost́ı
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n/m = q1.
Obecně qi = ( nm)( n−1

m−1)...( n−i+1
m−i+1) ≤ ( nm)i = αi

Spoč́ıtáme (1): 1 +
∞∑
i=0
i · pi = 1 +

∞∑
i=1
qi ≤ 1 +

∞∑
i=1
αi = 1

1−α,

QED
Důsledek: vkládáńı prvku vyžaduje nejvýš 1/(1−α) zkoušek,

za stejných předpoklad̊u.

Věta: V tabulce s otevřeným adresováńım s faktorem na-
plněńı α = n/m < 1 je očekávaný počet zkoušek při úspěšném
vyhledáváńı nejv́ıc

1

α
ln

1

1− α
+

1

α
za předpokladu uniformńıho hašováńı a pokud vyhledáváme
každý kĺıč v tabulce se stejnou pravděpodobnost́ı.

Dk: Vyhledáváńı kĺıče k zkouš́ı stejnou posloupnost po-
zic jako při vkládáńı kĺıče k. Podle minulého d̊usledku je
vkládáńı (i+1)-ńıho kĺıče vykonáno na 1/(1−i/m) zkoušek.
Plat́ı 1/(1− i/m) = m/(m− i).
Pr̊uměr přes všechny kĺıče v tabulce je hledaný počet zkoušek:
1
n

n−1∑
i=0

m
m−i = m

n

n−1∑
i=0

1
m−i = 1

α(Hm − Hm−n) kde Hi =
i∑

j=1

1
j je

i-té harmonické č́ıslo. Plat́ı ln i ≤ Hi ≤ ln i + 1, odtud
1

α
(Hm −Hm−n) ≤ 1

α
(lnm + 1− ln(m− n))

≤ 1

α
ln

m

m− n
+

1

α

≤ 1

α
ln

1

1− α
+

1

α
QED
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Univerzálńı hašováńı
Idea: zvoĺıme hašovaćı funkce náhodně a nezávisle na kĺıč́ıch
(za běhu, z vhodné množiny funkćı)
- použit́ı randomizace

Df. Necht’ H je konečná množina hašovaćıch funkćı z uni-
verza kĺıč̊uU do {0..m−1}. MnožinuH nazveme univerzálńı,
pokud pro každé dva r̊uzné kĺıče x, y ∈ U je počet hašovaćıch
funkćı h ∈ H , pro které h(x) = h(y), roven |H|/m.
- tj. pro náhodně zvolenou funkci h je pravděpodobnost kolize
pro x a y, kde x 6= y, právě 1/m. To je stejná pravděpodobnost,
jako když jsou hodnoty h(x) a h(y) zvoleny náhodně z množiny
{0..m− 1}
- implementace: hašovaćı funkce záviśı na parametrech, které
se zvoĺı za běhu.
H = {ha(x) : U → {0..m−1}|a ∈ A}, kde ha(x) = h(a, x),
a je parametr
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Důsledky randomizace:
- žádný konkrétńı vstup (konkrétńıch n kĺıč̊u) neńı apriori
špatný
- opakované použit́ı na stejný vstup volá (skoro jistě) r̊uzné
hašovaćı funkce
→ ”pr̊uměrný př́ıpad”nastane pro libovolné rozložeńı vstupńıch

dat (!); pr̊uměr přes možné haš. fce

Věta: Necht’ h je náhodně vybraná hašovaćı funkce z uni-
verzálńı množiny hašovaćıch funkćı a necht’ je použita k hašováńı
n kĺıč̊u do tabulky velikostim, kde n ≤ m. Potom očekávaný
počet koliźı, kterých se účastńı náhodně vybraný konkrétńı
kĺıč x je menš́ı než 1.

Dk: Pro každý pár r̊uzných kĺıč̊u y a z označme cyz náhodnou
proměnnou, která nabývá hodnotu 1, pokud h(y) = h(z) a
0 jinak.
Z definice, konkrétńı pár kĺıč̊u koliduje s pravděpodobnost́ı
1/m, proto očekávaná hodnota E[cyz] = 1/m.
Označme Cx celkový počet koliźı kĺıče x v hašovaćı tabulce
T velikosti m obsahuj́ıćı n kĺıč̊u. Pro očekávaný počet koliźı
máme:

E[Cx] =
∑

y∈T,y 6=x
E[cxy] =

n− 1

m

Protože n ≤ m, plat́ı E[Cx] < 1.
Pozn: předpoklad n ≤ m implikuje, že pr̊uměrná délka

seznamu kĺıč̊u nahašovaných do stejné adresy je menš́ı než 1.

Konstrukce univerzálńı množiny hašovaćıch funkćı (jed-
na z možnost́ı).
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Zvoĺıme prvoč́ıslo m jako velikost tabulky. Každý kĺıč x
rozděĺıme na r + 1 část́ı (např. znak̊u, hodnota r záviśı na
velikosti kĺıč̊u). Ṕı̌seme x = 〈x0, x1...xr〉. Zvolené r splňuje
podmı́nku, že každá část xi je (ostře) menš́ı než m. Zvol-
me a = 〈a0, a1...ar〉 posloupnost (r + 1) č́ısel náhodně a
nezávisle z množiny {0, 1..m − 1}. Definujeme ha ∈ H :
ha(x) = ∑r

i=0 aixi mod m a H = ⋃
a{ha}

Plat́ı |H| = mr+1, tj. počtu r̊uzných vektor̊u a.
Věta: H je univerzálńı množina hašovaćıch funkćı.

Dk: Uvažujme r̊uzné kĺıče x a y. Bez újmy na obecnosti,
nech x0 6= y0. Pro pevné hodnoty a1, a2...ar je právě jedna
hodnota a0, která splňuje h(x) = h(y). Je to řešeńı rovnice

a0(x0 − y0) ≡ −
r∑
i=1
ai(xi − yi) mod m

Protože m je prvoč́ıslo, nenulová hodnota x0 − y0 má je-
diný inverzńı prvek modulo m a teda existuje jediné řešeńı
pro a0 modulo m. Následně, každý pár kĺıč̊u x a y koliduje
pro právě mr hodnot vektoru a, protože koliduj́ı právě jed-
nou pro každou volbu 〈a1, a2...ar〉, tj. pro jedno a0. Protože
je mr+1 možnost́ı pro a, kĺıče koliduj́ı s pravděpodobnost́ı
mr/mr+1 = 1/m. Teda H je univerzálńı. QED

- pozn: ai vyb́ıráme včetně 0

Př́ıklad randomizace: Zobristovo hašováńı pro reprezenta-
ci pozic her (v transpozičńıch tabulkách), použ́ıvá náhodná
č́ısla pro (jednobitové) rysy/f́ıčury, použ́ıvá xor (mı́sto plus
a mod), typicky v 32 bitech.
- Pro zjǐstěńı úspěchu nalezeńı se neporovnávaj́ı celé kĺıče, tj.
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pozice, ale hodnota sekundárńı hašovaćı funkce.

Hašováńı a rostoućı tabulky (dynamizace h.t.)
Chceme odstranit nevýhody hašováńı:

- pevná velikost tabulky
- nedokonalá implementace Delete (u některých metod)
při zachováńı asymptotické ceny operaćı (tj. pr̊uměrně O(1)
pro pevné α)

Idea: Periodická reorganizace datové struktury
- při r̊ustu: při dosažeńı naplněńı α zvětš́ıme tabulku d-krát
(např. d = 2, z m = 2i na m = 2i+1) a prvky přehašujeme
(s novou haš. fćı.)

Dále uvažujme d = 2: aspoň 2i−1.α operaćı Insert (od
posledńıho přehašováńı) zaplat́ı:

• 1x: přidáńı 2i−1.α prvk̊u do staré tabulky

• 2x: přehašováńı 2.2i−1.α prvk̊u

DC: Kredit operace obecně ≤ 2d−1
d−1

- pozn: vhodné α lze spoč́ıtat (z pohledu efektivity bu-
doućıch operaćı s a bez přehašováńı)

- operace přehašováńı je amortizována minulými operace-
mi, které vytvoř́ı dostatečný kredit→ amortizovaná složitost

Obecné řešeńı při r̊ustu i zmenšováńı tabulky: po přehašováńı
je naplněńı tabulky α/4 až α/2, označme n∗ = α.m.
- tabulku zvětš́ıme, pokud máme n∗ prvk̊u (proběhlo aspoň
n∗/2 operaćı Insert)
- tabulku zmenš́ıme, pokud máme n∗/8 prvk̊u (proběhlo aspoň
n∗/8 operaćı Delete)
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Pozn: Aktuálńı počet prvk̊u si pamatujeme; pseudovolné mı́sta uvolńıme; vy-

tvořeńı pseudovolného mı́sta potřebuje (aspoň) 2 operace. Přehašováńı dávkové

vs. postupné. Jsou i jiné metody dynamizace dat. struktur.
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Haldy ...

Grafové algoritmy

Reprezentace grafu G = (V,E), kde V je množina vrchol̊u
a E je množina hran

1. Matice sousednosti
A = (aij) typu |V | × |V |
aij = 1 pokud (vi, vj) ∈ E

= 0 jinak

2. Seznamy soused̊u
pole sousedé velikosti V
pro u ∈ V je sousedé[u] hlava seznamu obsahuj́ıćı vr-
choly v, pro které plat́ı (u, v) ∈ E
- pamět’: O(|V | + |E|) = O(max(|V |, |E|))
- lze použ́ıt pro varianty:

(a) neorientovaný graf

(b) (hranově) ohodnocený graf: cena: E → R

(c) seznamy soused̊u generované dynamicky (šetř́ı pamět’)

3. Výpočtem, tj. implicitně zadaný graf: jeHrana(G,u,v)
vraćı boolean, sousedi(G,v) vraćı sousedy (pole/seznam,
i ĺıně/iterátorem)

Prohledáváńı graf̊u
Dvě metody:

• prohledáváńı do hloubky (DFS - Depth First Search)

• prohledáváńı do š́ı̌rky (BFS - Breadth First Search)
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Prohledáváńı do hloubky
Vstup: graf G = (V,E), zadaný pomoćı seznamů soused̊u
pomocné datové struktury:

• π(v) . . . otec vrcholu v ve stromu prohledáváńı

• p(v) . . . pořad́ı, v němž jsou vrcholy v ∈ V navšt́ıveny

• pořad́ı . . . globálńı proměnná, slouž́ı k č́ıslováńı vrchol̊u

Algoritmus DFS(G)

1 forall u in V do p(u)<-0, pi(u)<-NIL od

2 pořadı́ <- 0

3 forall u in V do

4 if p(u)=0 then Navštiv(u) fi

5 od

6 procedura Navštiv(u)

7 pořadı́++; p(u)<-pořadı́

8 forall v in sousedé[u] do

9 if p(v) = 0 then

10 pi(v) <- u

11 Navštiv(v)

12 fi

13 od.

Časová složitost: O(m + n), n = |V |,m = |E|
- graf pr̊uchodu do hloubky (DFS-les):

Gπ = (V,Eπ), kde
Eπ = {(π(v), v)|v ∈ V ∧ π(v) 6= NIL}
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- aplikace DFS:
komponenty grafu
existence kružnice

Df: uzavřený vrchol v: všechny hrany vedoućı z v jsme pro-
hledali

- pro některé aplikace potřebujeme mı́sto čas̊u otevřeńı (tj.
pořad́ı) časy uzavřeńı (nebo oboj́ı).

Klasifikace hran grafu G:

stromová hrana - vede do nového vrcholu

zpětná hrana - vede do už navšt́ıveného (neuzavřeného)
vrcholu

dopředná hrana (u, v) - pouze v orientovaném grafu
- vede do uzavřeného vrcholu v, kde pořad́ı(u)< pořad́ı(v)

př́ıčná hrana - pouze v orientovaném grafu
- vede do uzavřeného vrcholu v, kde pořad́ı(u)> pořad́ı(v)

- pozn: (programováńı ř́ızené událostmi:) některé algoritmy
lze popsat tak, že jednotlivé druhy hran, př́ıpadně události
otevřeńı a uzavřeńı vrcholu, maj́ı své výkonné procedury
- generický alg. a označeńı vrchol̊u barvami: černá - uzavřený,
tj. prohledaný, šedý - otevřený, tj. prohledávaný, b́ılá - neo-
tevřený. Udržováńı invariantu: následńıćı černého jsou šed́ı.
Pokud projdu všechny šedé vrcholy (a přebarv́ım je na černo),
pak právě všechny dosažitelné vrcholy grafu (ze zvolené šedé
počátečńı množiny) jsou černé (a nedosažitelné b́ılé).
- aplikace: garbage collector, serializace dyn. paměti
- impl. (pro implicitńı grafy): iterativńı prohlubováńı
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Prohledáváńı do š́ı̌rky
Vstup: graf G = (V,E), zadaný pomoćı seznamů soused̊u a
vrchol s, ve kterém zač́ıná prohledáváńı
pomocné datové struktury:

• π(v) . . . otec vrcholu v ve stromu prohledáváńı

• d(v) . . . vzdálenost z vrcholu s do v

• F . . . fronta (neuzavřených vrchol̊u), operace Přidej, Ode-
ber, funkce Prázdná

Algoritmus BFS(G)

1 forall u in V\{s} do d[u]<- +inf, pi(u)<-NIL od

2 d[s]<-0; pi[s]<-NIL; Pridej(F,s);

3 while not Prazdna(F) do

4 Odeber(F,u);

5 forall v in sousede(u) do

6 if d(v) = +inf then

7 d(v) <- d(u)+1;

8 pi(v) <- u;

9 Pridej(F,v);

10 fi

11 od

12 od.

Časová složitost: O(m + n), n = |V |,m = |E|
- strom pr̊uchodu do š́ı̌rky (BFS-strom):

Gπ = (Vπ, Eπ)
Vπ = {v ∈ V |π(v) 6= NIL} ∪ {s}
Eπ = {(π(v), v)|v ∈ Vπ \ {s}}
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- aplikace: nejkratš́ı cesta, d(v) je délka nejkratš́ı cesty z s
do v; rekonstrukce cesty (i jinde): pomoćı π odzadu

Topologické uspořádáńı
Df: Posloupnost v1, v2 . . . vn je topologické uspořádáńı vr-

chol̊u orientovaného grafuG, pokud pro každou hranu: (vi, vj) ∈
E → i ≤ j

T: Graf G lze topologicky uspořádat ↔ G je acyklický
(tzv. DAG) ↔ DFS(G) nenajde zpětnou hranu

- DAG: Directed Acyclic Graph
- pojmy:

• vrchol, poprvé navšt́ıvený algoritmem DFS, se nazývá
otevřeným

• otevřený vrchol se stane uzavřeným, když je dokončeno
zpracováńı seznamu jeho soused̊u

Algoritmus Topologické uspořádáńı(G)
1. volej DFS(G) a spoč́ıtej časy uzavřeńı vrchol̊u
2. if existuje zpětná hrana then

3. return ”G neńı acyklický”;
4. každý vrchol, který je uzavřen, ulož na začátek spojového
seznamu S
5. return S.

- Časová složitost: Θ(|V | + |E|), v tom:
- prohledáváńı do hloubky: Θ(|V | + |E|)
- vkládáńı vrchol̊u do výstupńıho seznamu S: |V | ·O(1)
- (nevhodná impl: tř́ıděńı hran podle k(u) v Θ(n log n))
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Silně souvislé komponenty (SSK)
Df: Orientovaný graf je silně souvislý, pokud pro každé dva

vrcholy u, v existuje orientovaná cesta z u do v a současně z
v do u.
Silně souvislá komponenta grafu je maximálńı podgraf, který
je silně souvislý.

- pozn: Každý vrchol grafu patř́ı do právě jedné kompo-
nenty a ty tvoř́ı rozklad množiny vrchol̊u
- opačný graf GT = (V,ET ), kde ET = {(u, v)|(v, u) ∈ E}
- k(v), v ∈ V : pořad́ı, v jakém jsou vrcholy uzav́ırány algo-
ritmem DFS

Algoritmus SSK(G)

1. Algoritmem DFS(G) urči časy uzavřeńı k(v) pro všechny
v ∈ V

2. Vytvoř GT

3. Uspořádej vrcholy do klesaj́ıćı posloupnosti podle k(v) a
v tomto pořad́ı je zpracuj algoritmem DFS(GT )

4. Silně souvislé komponenty grafu G jsou právě podgra-
fy indukované vrcholovými množinami jednotlivých DFS-
stromů z minulého kroku.

Korektnost SSK
Lemma 1. Necht’ C,C ′ jsou dvě r̊uzné silně souvislé kom-

ponenty grafu G. Pokud existuje cesta v G z C do C ′, pak
neexistuje cesta z C ′ do C.
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Značeńı: Pro U ⊆ V (G) položme p(U) = min{p(u)|u ∈
U} a k(U) = max{k(u)|u ∈ U}, kde
p(u) je čas prvńıho navšt́ıveńı vrcholu u (otevřeńı)
k(u) je čas uzavřeńı u

Lemma 2. Necht’ C,C ′ jsou dvě r̊uzné silně souvislé kom-
ponenty grafu G. Existuje-li hrana z C do C ′, pak k(C) >
k(C ′).

Věta: Vrcholové množiny DFS-stromů vytvořených algo-
ritmem SSK(G) při pr̊uchodu do hloubky grafem GT od-
pov́ıdaj́ı vrcholovým množinám silně souvislých komponent
grafu G.

Dk: Indukćı podle počtu projitých stromů.
- z jednoho (prvńıho navšt́ıveného) vrcholu u komponenty C
projdu celou komponentu v GT i v G, k(u) = max

v∈C
k(v)(=

k(C))
- pokud se dostanu hranou mimo komponentu (do vrcholu
v), je v už uzavřený.

DC: Ukažte, že pokud ve druhém pr̊uchodu v algoritmu
SSK(G) procháźıme graf G (mı́sto GT ) v pořad́ı rostoućıch
čas̊u uzavřeńı (mı́sto klesaj́ıćıch), nedostaneme správné kom-
ponenty.

Složitost SSK: Θ(|V | + |E|)
Df: Kondenzace grafu: Mějme orientovaný graf G = (V,E)

a necht’ V1 . . . Vk jsou množiny vrchol̊u odpov́ıdaj́ıćı silným
komponentám grafu G. Orientovaný graf C(G) se nazývá
kondenzace grafuG a je definovánC(G) = ({V1 . . . Vk}, E ′),
kde (Vi, Vj) ∈ E ′, pokud existuj́ı vrcholy x ∈ Vi a y ∈ Vj
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takové, že (x, y) ∈ E.
- Kondenzace C(G) grafu G neobsahuje cyklus a teda je

DAG.
- DC: daľśı aplikace prohledáváńı DFS (pomoćı lowlink:

minimum p(x) konc̊u dosažitelných zp.h.): určeńı most̊u, ar-
tikulaćı, určeńı reprezentant̊u SSK, výroba kondenzace
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Problém nejkratš́ı cesty
Použ́ıváme:
- orientovaný graf G = (V,E)
- ohodnoceńı hran c : E → R
- cena orientované cesty P , P = v0, v1 . . . vk je

c(P ) =
k∑
i=1
c(vi−1, vi)

- Cena nejkratš́ı cesty z u do v

δ(u, v) = min{c(P )|P je cesta z u do v}

- nejkratš́ı cesta z u do v je libovolná cesta P z u do v, pro
kterou c(P ) = δ(u, v)

- δ(u, v) =∞ znamená, že (orientovaná) cesta neexistuje
- Zavedeme: ∞ + r =∞,∞ > r pro ∀r ∈ R

Varianty problému Naj́ıt nejkratš́ı cestu

1. z u do v, u, v ∈ V pevné

2. z u do x, pro každé x ∈ V , u pevné

3. z x do y, pro každé x, y ∈ V
Pomocná operace UvolněńıHrany(u,v)

if d(v) > d(u) + c(u,v)

then d(v) <- d(u)+ c(u,v)

pi(v) <- u

fi.

Rekonstrukce cesty: (opět) pomoćı předch̊udc̊u π
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Dijkstr̊uv algoritmus (1959) pro cesty z jednoho vr-
cholu do všech (nebo jednoho konkrétńıho)

Vstup:
G = (V,E) orientovaný graf
c : E → R+

0 nezáporné ohodnoceńı hran
s ∈ V počátečńı vrchol

Výstup:
d(v), π(v) pro ∀v ∈ V , tž. d(v) = δ(s, v)
π(v) je předch̊udce vrcholu v na (nějaké) nejkratš́ı cestě z s
do v

Algoritmus

01 forall v in V(G) do

02 d(v) <- infty % inicializace

03 pi(v) <- NIL od

04 d(s) <- 0

05 D <- empty

06 N <- V

07 while N <> empty do

08 u <- OdeberMin(N)

09 D <- D union {u}

10 forall v in Sousede[u] & v in N do

11 Uvolněnı́Hrany(u,v)

12 od

13 od.

Korektnost Dijkstrova alg.
Lemma 1. Optimálńı podstruktura
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Je-li v1 . . . vk nejkratš́ı cesta z v1 do vk, potom vi . . . vj je
nejkratš́ı cesta z vi do vj pro ∀i, j, 1 ≤ i < j ≤ k

Lemma 2. Trojúhelńıková nerovnost
δ(s, v) ≤ δ(s, u) + c(u, v) pro každou hranu (u, v)

- po provedeńı inicializace je ohodnoceńı vrchol̊u měněno
jen prostřednictv́ım UvolněńıHrany

Lemma 3. Horńı mez
d(v) ≥ δ(s, v) pro každý vrchol v a po dosažeńı hodnoty
δ(s, v) se d(v) už neměńı

Lemma 4. Uvolněńı cesty
Je-li v0 . . . vk nejkratš́ı cesta z s = v0 do vk, potom po
uvolněńı hran v pořad́ı (v0, v1), (v1, v2) . . . (vk−1, vk) je d(v) =
δ(s, v)

Věta. Pokud Dijkstr̊uv algoritmus provedeme na oriento-
vaném ohodnoceném grafu s nezáporným ohodnoceńım hran,
s počátečńım vrcholem s, pak po ukončeńı algoritmu plat́ı
d(u) = δ(s, u) pro všechny vrcholy u ∈ V

Idea: d(y) = δ(s, y) pro vrchol vkládaný do D

ad Optimálńı podstrukt. (Bellman̊uv princip optimality):
- (plat́ı a) využ́ıva se v hladových alg. a dynamickém progr.
- stač́ı si pamatovat optimálńı hodnotu (neoptimálńı hodno-
ty a podstruktury se v řešeńı nevyskytuj́ı)
- optimálńı řešeńı lze zrekonstruovat (! odzadu; pomoćı rov-
nosti cen)

Pro analýzu složitosti potřebujeme haldy:
Haldy
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Datová struktura pro implementaci ADT prioritńı fronta
(ADT: Abstraktńı Datový Typ)
- základńı operace pro prioritńı frontu:

• Vytvoř() vytvoř́ı prázdnou množinu, tj. reprezentaci

• Přidej(M ,x) přidá x do množiny M

• Min(M) vrát́ı ukazatel na prvek v M s minimálńım
kĺıčem

• OdeberMin(M) vrát́ı ukazatel jako Min(M) a nav́ıc
tento prvek odebere z M

- známá implementace: binárńı halda (v heapsortu)
- reprezentace v poli: vrchol i má syny na adrese 2i a 2i+ 1
- reprezentace v binárńım stromě: vrchol má menš́ı kĺıč než
(obě) děti

Obrázek.
Daľśı operace pro haldu:

• SńıžeńıKĺıče(M ,x,k) sńıž́ı hodnotu kĺıče prvku x v M
na k

• Vymaž(M ,x) odstrańı prvek x z M

• Sjednoceńı(M1,M2) vytvoř́ı novou haldu pro množinu
M1 ∪M2

- implementace operaćı (v binárńı haldě kromě Sjedno-
ceńı): probubláváńım zdola/shora (!při ”shora”vyměňuju pr-
vek za menš́ı z dět́ı, použ́ıva se pouze v binárńı haldě (jinak
slož. ω(log n))
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- složitost operaćı v binárńı haldě odpov́ıdá hloubce O(log n)
(máme konstantńı (tj. shora omezený) počet dět́ı)
- postupná výroba haldy (”stač́ı”v heapsortu): Θ(n log n),
protože přidáváme n/2 prvk̊u do hloubky Θ(log n)
- lépe: ”dávková”výroba haldy z n prvk̊u: v O(n). (Odpov́ıdá
prvńı fázi heapsortu.) Př́ıklad výhodnosti ĺıné implementace
datové struktury. Idea: buduju malé haldy zdola.
- (dávkové zrušeńı haldy v O(n) bez udržováńı invariant̊u,
resp. přenechám garbage collectoru, např. v min. kostře)
- DC: Dokažte, že celkový počet operaćı je O(n), teda počet
operaćı na 1 prvek je O(1) (amortizovaná složitost). Počet
operaćı je ≤ ∑h

i=1 i · 1
2i

- DC: udržováńı vyváženého tvaru (binárńı) pointrové haldy
- zařad́ım na správné mı́sto (r̊uzné impl.), pak vybublám
- metapozn: Dobrá implementace/optimalizace funguje, i když
ji neumı́me dokázat (v̊ubec nebo tesně). (Porovnáńı vyko-
naných operaćı - jsou v jiném pořad́ı, měřeńı)

(Binomiálńı stromy, binomiálńı haldy ...)
- Binomiálńı stromy: B0 je jeden vrchol, Bk se skládá ze dvou
stromů Bk−1, strom s větš́ım kořenem přivěšený pod menš́ı.
Č́ıslo k nazýváme řád Bk.
- vlastnosti: Bk má právě 2k vrchol̊u, počet syn̊u (š́ı̌rka) je
maximálně k = log |Bk|, hloubka je max. k. Odebráńım
kořene (tj. OdeberMin) vzniknou binomiálńı stromyB0...Bk−1

(v tomto pořad́ı).
- probubláváme pouze směrem nahoru: SńıžeńıKĺıče (Decre-
aseKey), Vymaž (Delete), čas O(log n)
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- Binomiálńı halda: binomiálńı stromy v seznamu (nebo po-
li), každý řád nejvýš jednou - dovoluje lib. počet prvk̊u v
haldě
- operace Sjednoceńı: spojuji stromy stejného řádu v pořad́ı
od nejmenš́ıho, čas O(log n), lze implementovat ĺıně
- operace Přidej, OdeberMin se převedou na Sjednoceńı
(Fibonacciho halda, idey)
- v DecreaseKey odeb́ırám vrchol (s podstromy) v O(1), pro-
tože mám nového kandidáta na minimum, tj. neprobublávám
- z postromu nedovoluju odebrat př́ılǐs mnoho vrchol̊u (vhodným
rychlým poč́ıtáńım), př́ıpadně snižuju řád, t́ım zaručuju ex-
ponenciálńı počet vrchol̊u vzhledem k řádu stromu
- při budováńı spojuju stromy stejného řádu a zvyšuju řád
(jako v binomiálńıch h.)

- Dijkstr̊uv alg.: časová složitost: n = |V |,m = |E|
operace:
OdeberMin se vykonává n-krát
SńıžeńıKĺıče (v rámci UvolněńıHrany) se vykonává m-krát
→ T (Dijkstra) = n.T (OdeberMin) + m.T (Sńıžeńı Kĺıče)

T(OdeberMin) T(SńıžeńıKĺıče) T(Dijkstra)
pole O(n) O(1) O(n2)
binárńı halda O(log n) O(log n) O(m. log n)
(a binomiálńı)
Fibonacciho O(log n) O(1) O(n log n + m)
halda (amortizovaná) (amortizovaná)
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Bellman-Ford̊uv algoritmus
Poč́ıtá nejkratš́ı cesty z jednoho vrcholu v libovolně ohod-

noceném grafu
Vstup: Orientovaný graf G = (V,E)
ohodnoceńı c : E → R
počátečńı vrchol s ∈ V
Výstup:
”NE” pokud G obsahuje záporný cyklus dosažitelný z s
”ANO”, d(v), π(v) pro každé v ∈ V jinak

Algoritmus:

1 Inicializace(G,s)

2 for i <- 1 to |V|-1 do %pevný počet cyklů

3 forall (u,v) in E do

4 Uvolněnı́Hrany(u,v)

5 od

6 od

7 forall (u,v) in E do % závěrečná kontrola

8 if d[v] > d[u] + c(u,v) then return "NE"

9 od

10 return "ANO" % nenı́ záp. cyklus

- proč vad́ı (dosažitelné) záporné cykly, minimálńı cesta vs.
minimálńı sled
- minimálńı vs. maximálńı cesta, pro nejdeľśı cesty neplat́ı
Bellman̊uv princip optimality (!při reprezentaci ”z u do v”bez
mezilehlých vrchol̊u)

- časová složitost: O(|V ||E|)
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Lemma. Pro graf G = (V,E) s počátečńım vrcholem s a
cenou c : E → R, ve kterém neńı záporný cyklus dosažitelný
z s, skonč́ı alg. Bellman-Ford tak, že plat́ı d(v) = δ(s, v) pro
všechny vrcholy v dosažitelné z s.

Idea dk: Indukćı podle počtu vněǰśıch cykl̊u. Po i-tém cyklu
jsou minimálńı cesty délky i správně spoč́ıtány.

- pokud je v grafu záporný cyklus, neplat́ı trojúhelńıková
nerovnost pro cesty
- impl.: znovuotev́ıráńı vrchol̊u při změně hodnoty, (generický
alg. se strategíı), expanze pouze otevřených vrchol̊u

Floyd-Warshall̊uv algoritmus
Řeš́ı verzi 3), nalézt δ(u, v) pro každé u, v ∈ V
Invariant: δk(i, j) je délka nejkratš́ı cesty z i do j, jej́ıž všechny
vnitřńı vrcholy jsou v množině {1, 2 . . . k} (pro lib. pevné
oč́ıslováńı vrchol̊u)
δk(i, j) = c(i, j) pro k = 0 (pouze př́ımé hrany)

= min{δk−1(i, j), δk−1(i, k) + δk−1(k, j)} pro k > 0
- Dokazujeme: 1) na začátku invariant plat́ı, 2) po změně

k invariant plat́ı, 3) na konci invariant plat́ı a (!)zahrnuje
všechny cesty.

- !Past: k neodpov́ıdá počtu hran budované cesty a indukce
nejde podle počtu hran. (Tento ”př́ımočarý”alg. má horš́ı
složitost a bude za chv́ıli)

Vstup:
orientovaný graf G = (V,E)
nezáporné ohodnoceńı hran c : E → R+

0 (v matici)

Výstup:
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matice D, π, kde D[i, j] = δ(i, j) a π[i, j] je předch̊udce
vrcholu j na nejkratš́ı cestě z i do j
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Algoritmus:

1 for i <- 1 to n do

2 for j <- 1 to n do

3 pi[i,j] <- NIL

4 if i=j then D[i,j] <- 0 % "smyčky"

5 else if not (i,j) in E

6 then D[i,j] <- infty % hr. neexistuje

7 else D[i,j] <- c(i,j) % c. jednohranova

8 pi[i,j] <- i % posledni vrchol

9 fi fi

10 od od

11 for k <- 1 to n do % přes mezilehlé v.

12 for i <- 1 to n do % přes matici

13 for j <- 1 to n do

14 if D[i,k] + D[k,j] < D[i,j] then

15 D[i,j] <- D[i,k] + D[k,j] % opt.

16 pi[i,j] <- pi[k,j] % a odp. vrchol

17 fi

18 od od od.

- časová složitost: O(n3), pamět’ová O(n2)
- implementačně: jedna matice D (mı́sto dvou) pro všechny
δk; každá hodnota v D má dosvědčuj́ıćı cestu
- adaptace při obecném (tj. i záporném) ohodnoceńı: doda-
tečný závěrečný test jako v alg. Bellman-Ford pro detekci
záporných cykl̊u
- záporné cykly se projev́ı jako záporné č́ıslo na diagonále
- kompaktńı reprezentace předch̊udc̊u v matici v O(n2) šetř́ı
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pamět’ (naivně: pamět’ O(n3))
- F.-W. alg. je alg. dynamického programováńı, poč́ıtá se ite-
rativně zdola a mezivýsledky se přepisuj́ı
- (AG: převod konečného automatu na regulárńı výraz: pra-
cuje s konečnou reprezentaćı nekonečně mnoha posloupnost́ı
(sled̊u) - nelze postupovat indukćı ”podle délky”)

Algoritmy
”
násobeńı matic“ (pro všechny cesty, v.3)

- postupujeme indukćı podle počtu hran na nejkratš́ı cestě
Definujme dkij = minimálńı cena cesty z i do j s nejvýše k

hranami
dkii = 0
k = 1: d1

ij = c(i, j) pokud hrana (i, j) existuje
d1
ij =∞ jinak

ind. krok k − 1 → k: dkij = min(dk−1
ij ,min1≤l≤n{dk−1

il +

c(l, j)}) = min1≤l≤n{dk−1
il + c(l, j)} protože c(j, j) = 0

Hodnoty dkij jsou v matici D(k), hodnoty c(i, j) v matici C

(vstupńı). Počátečńı (nebo koncová :-) podmı́nka D(1) = C.
Potom D(k+1) = D(k) ⊗ C, kde pro maticové násobeńı ⊗

použ́ıváme skalárńı součin, v němž je:
- násobeńı nahrazeno sč́ıtáńım a
- sč́ıtáńı nahrazeno minimem

Pokud v G nejsou záporné cykly, potom je každá nejkratš́ı
cesta jednoduchá (tj. bez cykl̊u),
→ každá nejkratš́ı cesta má nejvýše n− 1 hran
→ D(n−1) = D(n) = D(n+1) = . . . = D

Pomalá verze algoritmu: n − 2 maticových násobeńı ⊗
matic řádu n
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→ složitost (n− 2).Θ(n3) = Θ(n4)
Rychlá verze algoritmu: využijeme asociativitu operace ⊗

a poč́ıtáme pouze mocniny
→ dlog2(n−2)e násobeńı matic, celková složitost Θ(n3 log n)

Pozn: Pro ⊗ nelze použ́ıt ”rychlé”násobeńı matic (Stras-
sen̊uv alg. v o(n3))

Algoritmy lze adaptovat na tranzitivńı uzávěr grafu.
Pro G = (V,E) je G∗ = (V,E∗) tranzitivńı uzávěr G,

kde E∗ = {(i, j)| existuje cesta z i do j v G}.
Konstruovaná matice dosažitelnosti obsahuje boolovské hod-

noty (anebo 0/1) a použ́ıvaj́ı se boolovské operace (anebo
obvyklý skalárńı součin).

Impl. triky: poč́ıtáme s č́ısly modulo n+1, po fáźıch převád́ıme
na 0/1, lze použ́ıt Strassen̊uv alg.

Algoritmy pro všechny cesty lze źıskat n-násobným spuštěńım
algoritmů (pro každý vrchol) pro nejkratš́ı cesty z 1 zdroje
(Dijkstra, kritická cesta v DAG)

Extremálńı cesty v acyklickém grafu
- z jednoho vrcholu do ostatńıch, verze 2)
- nejkratš́ı cesta v DAG je vždy dobře definovaná, protože i
když se vyskytuj́ı záporné hrany, neexistuj́ı záporné cykly
- Idea: využijeme topologické uspořádáńı vrchol̊u

Nejkratš́ı cesta v acyklickém grafu:
Vstup:
acyklický orientovaný graf G = (V,E)
c : E → R ohodnoceńı hran
s ∈ V počátečńı vrchol
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Výstup
d(v), π(v) pro všechna v ∈ V
kde d(v) = δ(s, v)
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Algoritmus
1. Topologicky uspořádat vrcholy G
2. Inicializace(G,s)
3. for každý vrchol u v pořad́ı topologického uspořádáńı
4. do forall v ∈sousedé[u] do

5. UvolněńıHrany(u,v)
6. od od.

- Časová složitost: Θ(|V | + |E|), protože:
- topologické uspořádáńı: Θ(|V | + |E|)
- zpracováńı |V | vrchol̊u, v cyklu: každý jednou v O(1)
- zpracováńı |E| hran ve vnitřńım cyklu: každá jednou, při
zpracováńı poč. vrcholu hrany; vlastńı zpracováńı hrany v
O(1) při reprezentaci v poli

- vztah k dynamickému programováńı: na hledáńı nejkratš́ı
(obecně nejoptimálněǰśı) cesty se lze v př́ıpadě DAGu d́ıvat
jako na algoritmus dynamického programováńı: pokud mám
optimálńı cesty pro všechny předch̊udce, dokážu určit op-
timálńı cestu do aktuálńıho vrcholu. Graf může být zadán im-
plicitně a lze použ́ıt obecné optimalizace a varianty algoritmů
pro dynamické programováńı (rekurze s tabelaćı, převod re-
kurze na iteraci, pr̊uběžné zahazováńı mezivýsledk̊u).

- v informatice: DAG může sloužit pro popis ř́ıd́ıćı struktu-
ry acyklických výpočt̊u (např. v dynamickém programováńı,
při transformaci dat, ...) nebo závislostńı struktury (tj. návaznost́ı)
dat (např. podle času, př́ıčinná souvislost)

Aplikace: PERT - Kritická cesta
Problém: Je dána množina úloh a délka každé z nich. Některé
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dvojice úloh mohou na sobě záviset, tzn. jedna úloha muśı
skončit dř́ıv, než druhá začne. Ćılem je zjistit nejkratš́ı čas,
ve kterém mohou všechny úlohy skončit.

- reprezentace: Hrany grafu odpov́ıdaj́ı úlohám, ohodno-
ceńı hran odpov́ıdá času trváńı (vykonáváńı) úlohy. Pokud
hrana (u, v) vstupuje do vrcholu v a hrana (v, x) vystupuje
z v, muśı být úloha (u, v) ukončena před vykonáváńım úlohy
(v, x). Graf je DAG.

- cesta reprezentuje úlohy, které se muśı vykonat v určitém
pořad́ı.

- Kritická cesta je nejdeľśı cesta v grafu. Odpov́ıdá nejdeľśımu
času pro vykonáváńı uspořádané posloupnosti úloh. Cena kri-
tické cesty je dolńı odhad pro celkový čas dokončeńı všech
úloh.

Algoritmus nalezeńı kritické cesty, dvě možnosti.

1. opačné ceny hran a hledáńı nejkratš́ı cesty

2. hledáńı nejdeľśı cesty v DAG (změna ”∞”na ”−∞”v
inicializaci a ”<”na ”>”v UvolněńıHrany)

- proč je hledáńı nejdeľśı cesty v DAG možné efektivně?:
plat́ı princip optimality: libovolná část nejdeľśı cesty je opět
nejdeľśı mezi př́ıslušnými vrcholy.

- impl: hrany s nulovou cenou pro závislosti (obrázek)
- DC: přirozeněǰśı reprezentace: úlohy jsou vrcholy s ohod-

noceńım, hrany odpov́ıdaj́ı závislostem: hrana (u, v) zna-
mená, že činnost ve vrcholu u se vykonává před činnost́ı v.

- pozn: Činnosti na (nějaké) kritické cestě muśı být vy-
konány včas, jejich zpožděńı se projev́ı celkovým zpožděńım
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konce. Činnosti mimo kritickou cestu maj́ı rezervu, resp. čas
(nejdř́ıvěǰśıho) možného začátku a (nejpozděǰśıho) nutného
konce. Rezerva je rozd́ıl těchto čas̊u zmenšený o trváńı činnosti.
Tyto časy lze spoč́ıtat pomoćı pr̊uchodu DAG zepředu, resp.
zezadu grafu (pro v́ıc počátečńıch, resp. koncových vrchol̊u)

Aplikace: Viterbiho dekódováńı, zjednodušeno
Hledáńı cesty v DAG (zeZ do S), která nejpravděpodobněji

vygeneruje danou posloupnost ṕısmen P (nad abecedou Σ).
Pro zjednodušeńı, graf je vrstvený, tj. vrcholy lze přǐradit do
vrstev a hrany vedou pouze mezi sousedńımi vrstvami. Hra-
ny jsou ohodnoceny pravděpodobnost́ı přechodu mezi vrcho-
ly, vrcholy (kromě Z a S) maj́ı pravděpodobnosti vypsáńı
pro jednotlivá ṕısmena ze Σ. V jednom vrcholu se vypisuje
jedno ṕısmeno a pak se pokračuje hranou dál. Pro zjedno-
dušeńı, pravděpodobnosti jsou nenulové a indukované grafy
mezi vrstvami úplné (a teda cesta vždy existuje).

Ćılem (algoritmu) je naj́ıt takovou cestu ze Z do S, při
které se vyṕı̌se P s největš́ı možnou pravděpodobnost́ı.

(Varianty a zobecněńı, aplikace, poč́ıtáńı s log a podtečeńı,
notace argmax ...)

Aplikace Viterbiho dekódováńı: Převod řeči na text, stro-
jový překlad, hledáńı podobných gen̊u, ... (Hledáńı nejpravděpodobněǰśı
posloupnosti (skrytých) událost́ı, která zp̊usob́ı určitou po-
sloupnost pozorováńı ve známém (tj. natrénovaném) HMM
– Hidden Markov Model)
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Minimálńı kostra grafu
- Vstup: souvislý graf G = (V,E) s hranovým ohodno-

ceńım w : E → R
- kostra: podgraf T splňuj́ıćı V (T ) = V , který je stromem
- minimálńı kostra: minimalizuje w(T ) = ∑

e∈E(T )w(e) me-
zi všemi kostrami

- prvńı alg.: Otakar Bor̊uvka 1926 (pro r̊uzné ceny hran)
Algoritmus: Kruskal 1956

1. uspořádej hrany z E tak, aby w(e1) ≤ w(e2) ≤ . . . ≤
w(em)
2. E(T )← ∅; i← 1
3. while E(T ) < |V | − 1 do

4. if E(T ) ∪ {ei} neobsahuje kružnici
5 then přidej ei do E(T ) fi
6 i++

7 od

- časová složitost: (n = |V |,m = |E|)
- tř́ıděńı hran v Θ(m logm) (= Θ(m log n))
- zpracováńı hrany při vhodné reprezentaci O(logm) , po-
moćı Union-Find struktury, která reprezentuje faktorovou
množinu komponent

Datová struktura Union-Find: Ke každé komponentě si pa-
matujeme reprezentanta (vrchol) – pro všechny vrcholy kom-
ponenty vraćıme ten samý
implementace, dvě možnosti:
1. v poli velikosti |V |: každý vrchol ukazuje př́ımo na repre-
zentanta.
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Najdi(u) v O(1), O(m)-krát
Sjednoceńı(u,v) v O(n), O(n)-krát
celkem: O(n2)

2. pomoćı pointr̊u (v pointrové struktuře nebo poli): Repre-
zentanti jsou kořeny stromů, pointer vede směrem ke kořeni.
Operace: Sjednoceńı(u,v): při přidávańı hrany spojujeme kom-
ponenty, vykonává se n− 1-krát, změna d.s. v O(1)
implementace:
ru <- najdi(u)

rv <- najdi(v)

reprezentant(ru ) <- rv (1)
operace Najdi(u): projde vrcholy od u nahoru

- při testováńı hrany zjǐst’ujeme, zda reprezentanti koncových
vrchol̊u hrany jsou stejńı (pokud ano, konce jsou ve stejné
komponentě a hrana by tvořila cyklus)

- počet voláńı: 2× pro každou testovanou hranu, tj. O(m)
- složitost operace: rovna hloubce stromu reprezentant̊u
- pokud v (1) připojujeme menš́ı komponentu k větš́ı, do-

staneme hloubku O(log k), kde k (≤ n) je velikost kompo-
menty; široký strom nevad́ı
→ celková složitost O(m log n)

- (impl. trik: Nepamatujeme si konkrétńı velikost kompo-
nent, ale pouze rank r: odpov́ıdá (p̊uvodńı největš́ı) hloub-
ce stromu a zaručuje aspoň 2r vrchol̊u, rank zvýš́ıme o 1,
pokud spojujeme komponenty stejného ranku, jinak menš́ı
přivěśıme k větš́ı. !Pořad́ı spojováńı si nevyb́ıráme, ale směr
pointru lze zvolit.)

67



- (impl: Zkracováńı cest (při Najdi, několik variant). Vede
na ”skoro lineárńı”algoritmus Θ(m ·f (n)), kde f (n) je velmi
pomalu rostoućı funkce.)

Korektnost. Idea vyb́ıráńı hran: Postupně přidáváme hra-
ny do množiny E(T ) tak, že E(T ) je v každém okamžiku
podmnožinou nějaké minimálńı kostry.

Df: Rozklad množiny vrchol̊u na dvě části (S, V \ S) se
nazývá řez. Hrana (u, v) ∈ E kř́ı̌źı řez (S, V \ S), pokud
|{u, v} ∩ S| = 1. Řez respektuje množinu hran A, pokud
žádná hrana z A nekř́ıž́ı daný řez. Hrana kř́ıž́ıćı řez se nazývá
lehká hrana (pro daný řez), pokud jej́ı váha je nejmenš́ı ze
všech hran kř́ıž́ıćıch řez.

Df: Nech je množina hranA podmnožinou nějaké minimálńı
kostry . Hrana e ∈ E se nazývá bezpečná pro A, pokud také
A ∪ {e} je podmnožinou nějaké minimálńı kostry.

Věta: Nech G = (V,E) je souvislý neorientovaný graf s
váhovou funkćı w : E → R, nech A ⊆ E je podmnožinou
nějaké minimálńı kostry a nech (S, V \ S) je libovolný řez,
který respektuje A. Potom pokud je hrana (u, v) ∈ E lehká
pro řez (S, V \ S), tak je bezpečná pro A.

Dk: Nech T je min. kostra, která obsahuje A a neobsahuje
lehkou (u, v). Zkonstruujme min. kostru T ′, která obsahuje
A ∪ {(u, v)}.

Hrana (u, v) v T uzav́ırá cyklus. Vrcholy u a v jsou v
opačných stranách řezu (S, V \ S), proto aspoň jedna hrana
v T kř́ıž́ı řez, označme ji (x, y). Plat́ı (x, y) 6∈ A, protože
řez respektuje A. Odstraněńı (x, y) z T kostru rozděĺı na
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dvě komponenty a přidáńı (u, v) ji opět spoj́ı a vytvoř́ı T ′ =
T \ {(x, y)} ∪ {(u, v)}.

Protože (u, v) je lehká pro (S, V \ S) a (x, y) kř́ıž́ı ten-
to řez, plat́ı w(u, v) ≤ w(x, y), proto w(T ′) = w(T ) −
w(x, y) + w(u, v) ≤ w(T ), odkud T ′ je min. kostra. Pro-
tože A ∪ {(u, v)} ⊆ T ′, je (u, v) bezpečná pro A.

Důsl: Nech G = (V,E) je souvislý orientovaný graf s
váhovou funkćı w : E → R, nech A ⊆ E je podmnožinou
nějaké minimálńı kostry a nech C je souvislá komponenta
(strom) podgrafu zadaného množinou A. Pokud je (u, v) ∈
E hrana s minimálńı váhou spojuj́ıćıC s jinými komponenta-
mi grafuGA zadaného množinouA, potom (u, v) je bezpečná
pro A.

Dk: Řez (C, V \ C) respektuje A a (u, v) je lehká hrana
pro tento řez.

- pokud jsou ceny hran r̊uzné, je jedna minimálńı kostra.
Algoritmus: Jarńık 1930, Prim 1959

1 Q <- V(G)

2 forall u in Q

3 do key[u] <- infty

4 key[r] <- 0

5 pi[r] <- NIL

6 while Q <> 0

7 do u <- OdeberMin(Q)

8 forall v in sousede(u)

9 do if v in Q & w(u,v)<key[v]

10 then pi[v] <- u
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11 key[v] <- w(u,v) // (A)

12 fi

13 od od.

- časová složitost: n = |V |, m = |E|
O(m log n) pro binárńı haldu
postaveńı haldy O(n), nebo postupně v O(n log n)
OdeberMin n.O(log n)
SńıžeńıKĺıče (A) m.O(log n)

zlepšeńı: Fibonacciho haldy
SńıžeńıKĺıče (A) m.O(1) amortizovane
celkem: O(m + n log n)

reprezentace v poli: Θ(n2)
OdeberMin n.Θ(n)
SńıžeńıKĺıče (A) m.O(1)

- Hledáńı minimálńı kostry je př́ıklad hladového algoritmu.
- hladový alg.: lokálně optimálńı rozhodnut́ı (zde volba bez-
pečné hrany) vede ke globálńımu optimu
- obecněǰśı metoda než hladový alg. je dynamické progra-
mováńı (plat́ı v něm princip optimality: optimálńı řešeńı se
skládá pouze z optimálńıch podřešeńı)
- tato vlastnost neplat́ı pro problémy obecně, speciálně NP-
těžké problémy (v ADS2): řešeńı prohledáváńım všech možnost́ı,
typicky backtrakingem
- (řešeńı pomoćı backtrackingu, pro srovnáńı: najdeme (re-
kurzivně) optimálńı řešeńı se zvolenou hranou a bez ńı a z
těchto dvou řešeńı vybereme lepš́ı)
- jiné př́ıklady hlad. alg.: stavba stromu pro Huffmanovo
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kódováńı, rozvrhnut́ı max. počtu úloh na 1 stroj, problém
batohu při dělitelných předmětech ...
- v problému nejdeľśı cesty (nebo batohu, tj. součtu podm-
nožiny) lze použ́ıt dynamické programováńı, ale na exponen-
ciálně (tj. nepolynomiálně) větš́ım prostoru stav̊u
- teorie pro hladové algoritmy: (vážené) matroidy
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Metoda Rozděl a panuj (Divide et impera)

- metoda pro návrh (rekurzivńıch) algoritmů

• Malé (nedělitelné) zadáńı vyřeš́ıme př́ımo, jinak

• Úlohu rozděĺıme na několik podúloh stejného typu, ale
menš́ıho rozsahu (*)

• Vyřeš́ıme podúlohy, rekuzivně

• Slouč́ıme źıskaná řešeńı na řešeńı p̊uvodńı úlohy

př́ıklady:
- mergesort, binárńı vyhledáváńı v utř́ıděném poli
- (*) někdy je potřeba p̊uvodńı úlohu zobecnit: hledáńı me-
diánu na hledáńı k-tého z n prvk̊u (cv.)

Analýza složitosti

T (n) Čas zpracováńı úlohy velikosti n, pro n < c předpokládáme
T (n) = Θ(1)
D(n) čas na rozděleńı úlohy velikosti n na a podúloh

(stejné) velikosti n/c plus čas na sloučeńı řešeńı podúloh
→ rekurentńı rovnice
T (n) = a.T (n/c) + D(n) pro n ≥ c
T (n) = Θ(1) pro n < c
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př́ıklad: mergesort

procedure ms(a[1..n]) % mergesort

(a1[1..n/2],a2[1..n/2]):=rozdel(a[1..n]);

return(merge(ms(a1[1..n/2]),

ms(a2[1..n/2]) )).

- rekurze: dvě (a = 2) podúlohy polovičńı (c = 2) velikosti
- děleńı: sudá-lichá→ O(n), prvńı/druhá polovina (v poli)
→ O(1)

- sloučeńı (merge): O(n), celkem D(n) = O(n), tj. d = 1
Vycháźı rovnice: T (n) = 2.T (n/2) + O(n)
Pozn.: ”Malé”podproblémy řeš́ıme algoritmem s malou réžíı

(např. v Quicksortu zatřid’ováńım). Tato změna neovlivńı
asymptotickou časovou složitost.

Metody řešeńı

1. substitučńı metoda
2. Master Theorem (pomoćı ”kuchařky”)
Master Theorem taky ukazuje, která část řešeńı je ”kri-

tická”
Použ́ıváme zjednodušeńı

• předpoklad T (n) = Θ(1) pro malá n neṕı̌seme do rovnice

• zanedbáváme celoč́ıselnost, ṕı̌seme pouze n/2 mı́sto bn/2c
a dn/2e
• řešeńı nás zaj́ımaj́ı pouze asymptoticky → použ́ıváme

asymptotickou notaci už v zápisu rekurentńı rovnice
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Substitučńı metoda

- uhádneme asymptoticky správné řešeńı
- dokážeme, typicky indukćı, správnost odhadu (zvlášt’ pro

dolńı a horńı odhad)
- - !častá chyba: odhady v indukci muśı vyj́ıt se stejnou

asymptotickou konstantou jako v ind. předpokladu :-) , nestač́ı
asymptotický odhad s jinou konstantou. (Tak lze chybně in-
dukćı ”dokázat”n2 ∈ O(n) s využit́ım (n+1)2 = n2+2n+1.)

- př́ıklad: mergesort
Pro T (n) = 2.T (n/2) + b.n uhádneme T (n) = Θ(n log n).

Pro zjednodušeńı předpokládejme, že funkce T (n) je nekle-
saj́ıćı.

Dokážeme indukćı horńı odhad T (n) = O(n log n) (pro
n > n0). Chceme teda pro vhodnou konstantu c ukázat, že
T (n) ≤ cn log n, volme c ≥ b a tak, aby platili okrajové
podmı́nky pro indukci (tj. T (n) ≤ cn log n pro n0/2 ≤ n ≤
n0). Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro k = n/2. Potom
plat́ı

T (n) = 2T (n/2) + bn (rekurzivńı vztah)
≤ 2c(n/2) log(n/2) + bn (substituce)
= cn(log n− log 2) + bn (kráceńı 2, log)
= cn(log n− 1) + bn (log)
= cn log n− cn + bn (distributivita)
≤ cn log n (volba c), QED

Dolńı odhad analogicky.
Ve výše uvedeném př́ıkladě byla náročnost ”rekurze”a ”režie”vyrovnaná.
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Pro režii O(nα) je vhodný odhad O(nα log n).
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- př́ıklad: rychlé násobeńı dlouhých č́ısel
Pro T (n) = 3.T (n/2) + b.n uhádneme T (n) = O(nlog2 3).

Pro zjednodušeńı předpokládejme, že funkce T (n) je nekle-
saj́ıćı.

Dokážeme indukćı horńı odhad T (n) = O(nlog23) (pro
n > n0). Chceme teda pro vhodné konstanty c, d ukázat, že
T (n) ≤ cnlog2 3−dn (trik volby), volme c ≥ d a tak, aby pla-
tili okrajové podmı́nky pro indukci (tj. T (n) ≤ cnlog2 3− dn
pro n0/2 ≤ n ≤ n0). Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro
k = n/2. Hledáme vhodné d a c v závislosti na b (mı́sto uhádnut́ı
v minulém př́ıkladě). Plat́ı

T (n) = 3T (n/2) + bn (rekurzivńı vztah)
≤ 3c(n/2)log2 3− 3d(n/2) + bn (substituce, ind. předp.)
= 3cnlog2 3.(1/2)log2 3 − (3/2)dn + bn (aritmetika)
= cnlog2 3 + n(−(3/2)d + b) (log, vykráceńı, upr.)
? ≤?cnlog2 3 − dn zbývá dokázat

Stač́ı ukázat −(3/2)d + b ≤ −d, protože n je kladné.
−(3/2)d + b ≤ −d hypotéza

b ≤ −d + (3/2)d = 1/2d převedeńı d, úprava
2b ≤ d osamostatněńı d
(úpravy byly ekvivalentńı, vyjádřeńı d směrem dolu, d̊ukaz
(pro zvolené d) směrem nahoru)

Pro tuto volbu d ≥ 2b (a následně volbu c) plat́ı posledńı
nerovnost výše, QED.

Triková volba cnα − dn umožńı dokázat tesněǰśı odhad
(T (n) ∈ O(nlog2 3) mı́sto T (n) ∈ O(nlog2 3+ε)), protože prvńı
člen vyjde z rekurze přesně a druhý člen je rezerva, do kterého
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se ”schová”režie.
V tomto př́ıpadě rekurze (tj. # koncových př́ıpad̊u) je do-

minantńı, proto vhodná volba odhadu je T (n) ∈ O(nα).
Třet́ı př́ıpad je, pokud je dominantńı režie. Potom je odhad

celkové složitosti roven složitosti režie.
př: hledáńı mediánu: T (n) = T (n/5)+T (7n/10)+O(n)→

T (n) = O(n) substitučńı metodou
Pro T (n) = T (n/5)+T (7n/10)+O(n) uhádneme T (n) =

Θ(n). Pro zjednodušeńı předpokládejme, že funkce T (n) je
neklesaj́ıćı.

Dokážeme indukćı horńı odhad T (n) = O(n) (pro n >
n0). Chceme teda pro vhodnou konstantu c ukázat, že T (n) ≤
cn. Zvoĺıme c ≥ c′, kde c′ je vhodná konstanta, pro kte-
rou plat́ı okrajové podmı́nky pro indukci (tj. T (n) ≤ cn
pro n ≤ n0). Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro k < n.
Hledáme vhodné c v závislosti na b. Plat́ı

T (n) = T (n/5) + T (7n/10) + bn (rekurzivńı vztah)
≤ c(n/5) + c(7n/10) + bn (substituce, ind. předp.)
= (9/10)cn + bn (aritmetika)
? ≤?cn zbývá dokázat

Stač́ı ukázat 9/10c + b ≤ c, protože n je kladné.
9/10c + b ≤ c hypotéza

b ≤ c− 9/10c = 1/10c převedeńı c, úprava
10b ≤ c osamostatněńı c
(úpravy byly ekvivalentńı, vyjádřeńı c směrem dolu, d̊ukaz
(pro zvolené c) směrem nahoru)

Pro volbu c ≥ max(10b, c′) plat́ı posledńı nerovnost v
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hlavńım d̊ukazu výše, QED.

(Hledáńı k-tého prvku a mediánu)
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Master theorem

Nech a ≥ 1, c > 1, d ≥ 0 jsou reálna č́ısla a nech T : N →
N je neklesaj́ıćı funkce taková, že pro všechna n ve tvaru ck,
pro k ∈ N , plat́ı
T (n) = a.T (n/c) + F (n)
kde pro funkci F : N → N plat́ı F (n) = O(nd). Označme

x = logc a. Potom
a) je-li a < cd, tj. x < d, potom T (n) = O(nd)
b) je-li a = cd, tj. x = d, potom T (n) = O(nd logc n) =

O(nx logc n)
c) je-li a > cd, tj. x > d, potom T (n) = O(nx)

Obrázek 21: Rekurzivńı rozdělováńı

Dk. Protože F (n) = O(nd), existuj́ı n0 a e taková, že pro
každé n ≥ n0 plat́ı F (n) ≤ e · nd. Zvolme m, tž. cm ≥ n0,
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pak pro každé k ≥ m plat́ı F (ck) ≤ e · (ck)d (tj. plat́ı už bez
výjimek).

Zvolme b = max{T (cm), e · (cm)d},
potom pro k ≥ 0 a n = cm+k = cm · ck plat́ı

T (n) ≤ a · T (n/c) + b · (ck)d

Indukćı dle k ukážeme, že pro n = cm+k plat́ı

T (n) ≤ b ·
ak + ckd

k−1∑
i=0

(a/cd)i


Pro k = 0 tvrzeńı plat́ı.
Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro k, dokažme pro n =

cm+k+1.
T (n) ≤ a · T (cm+k) + b · (ck+1)d z rozpisu

≤ ab
(
ak + ckd ∑k−1

i=0 (a/cd)i
)

+ b · (ck+1)d subst. z i.p.

= b
(
ak+1 + (ck+1)d)((a/cd) ∑k−1

i=0 (a/cd)i) + 1
)

= b
(
ak+1 + (ck+1)d)(∑ki=0(a/cd)i)

)
, t́ım je ind. krok do-

končen.
Označme sk součet prvńıch k člen̊u geometrické posloup-

nosti {(a/cd)i, i = 0, 1, . . .}, t.j.

sk =
(a/cd)k − 1

a/cd − 1

Rozbor př́ıpad̊u:

a) a < cd: geometrická řada s kvocientem a/cd konverguje a

pro libovolné k plat́ı sk < s = cd

cd−a = konst.
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Odtud (po úpravách) T (n) ≤ T (cm+k) ≤ b · (ak +
ckdsk) < b · (cdk + ckdsk) ≤ konst · ckd = O(nd)

Neformálně: Dominuj́ıćı člen je ”režie”na jednotlivých úrovńıch
rekurze.

b) a = cd: plat́ı sk = k, protože členy řady jsou rovny 1.

Odtud T (n) ≤ konst · ckd · k = O(nd log n), protože
k = Θ(log n)

c) a > cd: plat́ı sk <
( a
cd

)k

a
cd
−1 = ( a

cd
)k · t (Idea: od největš́ıho

členu směrem ”dol̊u”je to geometrická řada s kvocientem
menš́ım než 1.)

Odtud T (n) ≤ T (cm+k) ≤ b · (ak+ckd( a
cd

)k · t) = b · (ak+

ak · t) = konst · ak = konst · c(k·logc a) = O(nlogc a)

Neformálně: Dominuj́ıćı člen je počet (a složitost) kon-
cových př́ıpad̊u rekurze.

Př́ıklady

mergesort: T (n) = 2.T (n/2)+O(n)→ T (n) = O(n log n)
binárńı vyhl. v utř́ıděném poli: T (n) = 1.T (n/2)+O(1)→

T (n) = O(log n)
násobeńı č́ısel - klasické: T (n) = 4.T (n/2) + O(n) →

T (n) = O(n2)
násobeńı č́ısel - rychlé: T (n) = 3.T (n/2)+O(n)→ T (n) =

O(nlog 3)
násobeńı matic - klasické: T (n) = 8.T (n/2) + O(n2) →

T (n) = O(n3)
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hledáńı mediánu (k-tého prvku): T (n) = T (n/5)+T (7n/10)+
O(n)→ T (n) = O(n) substitučńı metodou

kresleńı fraktálńı křivky: T (n) = 4.T (n/3) + O(1) →
T (n) = O(nlog3 4) (Mı́sto prostředńı třetiny úsečky ostatńı
dvě strany rovnostranného trojúhelńıku.)
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Násobeńı čtvercových matic

Úloha: pro dané dvě matice A,B řádu n×n spoč́ıtat C =
A⊗B, řádu n× n.

Klasický algoritmus má složitostO(n3), poč́ıtáme n2 skalárńıch
součin̊u délky n.

Předpokládejme, že n je mocnina č́ısla 2, tj. ∃k, n = 2k.
Potom vstupńı matice můžeme dělit na 4 matice polovičńıho
řádu (až do matic 1 x 1).

Použijeme ”rozděl a panuj”(na 4 podmatice)

A =

 A11 A12

A21 A22

 B =

 B11 B12

B21 B22

 C =

 C11 C12

C21 C22



C11 = (A11 ⊗B11)⊕ (A12 ⊗B21)
C12 = (A11 ⊗B12)⊕ (A12 ⊗B22)
C21 = (A21 ⊗B11)⊕ (A22 ⊗B21)
C22 = (A21 ⊗B12)⊕ (A22 ⊗B22)
- počet maticových operaćı na matićıch řádu n/2: 8 násobeńı
⊗ a 4 sč́ıtáńı ⊕ (a pomocné operace)

- počet sč́ıtáńı reálných č́ısel v maticovém sč́ıtáńı: 4(n/2)2 =
n2

Vyšla rovnice: T (n) = 8T (n/2) + O(n2)
Master theorem: a = 8, c = 2, logc a = 3, d = 2, plat́ı

T (n) = O(n3), tj. asymptoticky stejné jako klasický algorit-
mus

- ke sńıžeńı složitosti je potřeba sńıžit a = 8 a zachovat
(nebo mı́rně zvýšit) d = 2.
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Strassen̊uv alg. násobeńı matic (1969)

Použ́ıvá pouze 7 násobeńı matic řádu n/2
M1 = (A12 	 A22)⊗ (B21 ⊕B22)
M2 = (A11 ⊕ A22)⊗ (B11 ⊕B22)
M3 = (A11 	 A21)⊗ (B11 ⊕B12)
M4 = (A11 ⊕ A12)⊗B22

M5 = A11 ⊗ (B12 	B22)
M6 = A22 ⊗ (B21 	B11)
M7 = (A21 ⊕ A22)⊗B11

- spoč́ıtáme výsledné submatice
C11 = M1 ⊕M2 	M4 ⊕M6

C12 = M4 ⊕M5

C21 = M6 ⊕M7

C22 = M2 	M3 ⊕M5 	M7

- počet operaćı nad maticemi řádu n/2: 7 násobeńı ⊗ a
celkem 18 sč́ıtáńı ⊕ a odč́ıtáńı 	

- složitost: T (n) = 7T (n/2) + O(n2)
- Master theorem: a = 7, c = 2, logc a = log2 7 = x, d = 2,

teda T (n) = O(nx) .= O(n2.81)
- praktické použit́ı: husté matice řádu n > 45 větš́ı asymptotická

konstanta než u klasického násobeńı

- pozn.: Strassen̊uv algoritmus použ́ıvá odč́ıtáńı, tj. in-
verzńı prvky vzhledem ke sč́ıtáńı→ pracuje nad (matićı nad)
okruhem (s op. plus a krat). Proto nejde použ́ıt pro poč́ıtáńı
minimálńıch cest (s min a plus) ani pro boolovské matice (s
operacemi or a and). Ale lze ho použ́ıt na (vstupńı) 0−1 ma-
tice (mı́sto boolovských) pro výpočet tranzitivńıho uzávěru
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grafu. Č́ıslo 0 reprezentuje false, kladné č́ıslo true a poč́ıtáme
prvky výsledné matice cij = ∑

k
(aikbkj) mı́sto cij = ∨

k
(aik∧bkj).

Strassen̊uv alg. v obrázćıch (Aij po řádćıch,Bij po sloupćıch):

C11 =

B11 B21 B12 B22

A11

A12

A21

A22



+ . . .
. + . .
. . . .
. . . .



C12 =



. . + .

. . . +

. . . .

. . . .


C21 =



. . . .

. . . .
+ . . .
. + . .


C22 =



. . . .

. . . .

. . + .

. . . +


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Matice M :

M1 =



. . . .

. + . +

. . . .

. − . −


M2 =



+ . . +
. . . .
. . . .
+ . . +


M3 =



+ . + .
. . . .
− . − .
. . . .



M4 =



. . . +

. . . +

. . . .

. . . .


M5 =



. . + −

. . . .

. . . .

. . . .


M6 =



. . . .

. . . .

. . . .
− + . .



M7 =



. . . .

. . . .
+ . . .
+ . . .


Součty v závorkách:

C11 = M1⊕ (M2	M4⊕M6); C22 = (M2⊕M5	M7)	M3:

M2	M4⊕M6 =



+ . . ±
. . . −
. . . .
± + . +


(M2⊕M5	M7) =



+ . + ±
. . . .
− . . .
± . . +


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Násobeńı dlouhých č́ısel

Úloha: pro dané dvě přirozené č́ısla x a y o n bitech spoč́ıtat
součin s = x ∗ y. (Analogicky lze poč́ıtat v soustavě s jiným
základem než 2)

Klasický algoritmus má složitost O(n2), násob́ıme každý
bit s každým, resp. sč́ıtáme n č́ısel dlouhých O(n) bit̊u.

Předpokládejme, že n je mocnina č́ısla 2. (Př́ıpadně do-
plńıme nulami zleva.) Označme m = n÷ 2.

Násobeńı s rozděleńım na poloviny: x a y jsou dvouciferná
č́ısla v soustavě se základem 2m.
x = x1 ∗ 2m + x2

y = y1 ∗ 2m + y2

x ∗ y = x1∗y1 ∗ 22m + (x1∗y2 + x2∗y1) ∗ 2m + x2∗y2

- 4 násobeńı (násobeńı č́ısly 2k jsou shifty), vycháźı vztah:
T (n) = 4 · T (n/2) + 5n

odtud: T (n) = O(nlog2 4) = O(n2), pro a = 4, c = 2, d = 1
(tj. a > cd)

Idea zlepšeńı (asymptotické složitosti): zmenšit a, tj. ušetřit
násobeńı.

Obrázek 22: Násobeńı č́ısel: vlevo klasicky, vpravo lépe
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Spoč́ıtáme:
u = (x1 + x2)∗(y1 + y2)
v = x1∗y1

w = x2∗y2

x ∗ y = v ∗ 22m + (u− v − w) ∗ 2m + w
- 3 násobeńı: T (n) = 3 · T (n/2) + O(n)
odtud: T (n) = O(nlog2 3) .= O(n1.59), pro a = 3, c =

2, d = 1 (tj. a > cd)

- obecně: Při poč́ıtáńı u mohou být (x1 + x2) a (y1 + y2)
o 1 bit deľśı než m. To lze ošetřit rozborem př́ıpad̊u za ce-
nu daľśıch (režijńıch, tj. lineárńıch) operaćı. Jiná možnost je
využ́ıt varianty algoritmu, která poč́ıtá u′ = (x1−x2)∗ (y1−
y2) a samostatně ošetřuje znaménko u′.

DC: Popǐste, jak lze vynásobit dvě komplexńı č́ısla pomoćı
3 reálných násobeńı.

Dolńı odhad složitosti tř́ıděńı založeného na po-
rovnáváńı prvk̊u

- rozhodovaćı strom: reprezentuje porovnávańı vykonaná
při běhu tř́ıd́ıćıho algoritmu (na vstupu a1, a2, . . . , an).

- vnitřńı uzly jsou označené ai : aj a odpov́ıdaj́ı testu ai ≤
aj, pro nějaké 1 ≤ i, j ≤ n. Vnitřńı uzly maj́ı dva podstromy
pro dva r̊uzné výsledky porovnáńı. (Hrany označené ≤ a >)

- listy stromu jsou označené permutaćı 〈π(1), π(2), . . . , π(n)〉,
která odpov́ıdá výsledku aπ(1) ≤ aπ(2) ≤ . . . ≤ aπ(n)

- Běh algoritmu odpov́ıdá cestě z kořene do listu. Složitost
algoritmu v nejhorš́ım př́ıpadě je hloubka stromu.
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Obrázek 23: Rozhodovaćı strom (pro tř́ıdićı algoritmus)

Pozorováńı: V listech se muśı objevit všech n! permutaćı,
tj. #list̊u≥ n!. Pokud se nějaká permutace neobjev́ı, jsme
schopni na vstup předložit inverzńı permutaci a algoritmus
ji nedokáže utř́ıdit, tedy neńı korektńı.

V: Libovolný rozhodovaćı strom pro n prvk̊u má výšku
Ω(n log n).

Dk. Pro strom hloubky h plat́ı n! ≤ 2h, protože 2h je max.
počet list̊u. Odtud zlogaritmováńım log(n!) ≤ h.

Odhadneme n!: n! ≥ n·(n−1)·. . .·2 ≥ n·(n−1)·. . .·(n2) ≥
n
2

n
2 , odtud h ≥ log(n!) ≥ log(n2)

n
2 ≥ n

2 log n
2 = 1

2n(log n−1) ∈
Ω(n log n)

Důsl. Heapsort, Mergesort (a Quicksort v pr̊uměrném př́ıpadě)
jsou optimálńı tř́ıd́ıćı algoritmy.

Analýza quicksortu

Procedure Quicksort(M)
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begin
if |M | > 1 then

pivot := nějaký prvek z M
M1 := {m|m < pivot}
M2 := {m|m ≥ pivot}\{pivot}
Quicksort(M1) – na mı́stě
Quicksort(M2) – na mı́stě

end
Analýza složitosti: T (n) je čas zpracováńı n prvk̊u

T(0) = T(1) = 0
T(n)= 1 +n+T(n-k)+T(k-1), pivot je k-tý

nejlepš́ı př́ıpad k .= n
2

T (n) = 2 · T (n2) + O(n)⇒ T (n) = O(n log n)
nejhorš́ı př́ıpad k = 1 nebo k = n

T (n) = 1 + n + T (n− 1)⇒ T (n) = O(n2)

Potřebujeme předpoklady o pravděpodobnostńım rozložeńı:
na vstupu jsou permutace č́ısel 1..n, všechny se stejnou pravděpodobnost́ı
proto: pivot = k , pro ∀k se stejnou pravděpodobnost́ı
pro vytvořené posloupnosti M1 a M2 potřebujeme zaručit
(pro rekurzi), že jsou náhodné permutace: vhodnou volbou
algoritmu
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Očekávaná doba výpočtu ET (n):
ET (0) = ET (1) = 0
ET (n) = ∑n

k=1
1
n(n+ 1 +ET (k − 1) +ET (n− k)) pro

n ≥ 2, sloučeńı sum
ET (n) = n + 1 + 2

n
∑n−1
k=0(ET (k)) , (·n)

n · ET (n) = n(n + 1) + 2 ∑n−1
k=0(ET (k)) , (1)

(n+ 1) ·ET (n+ 1) = (n+ 2)(n+ 1) + 2 ∑n
k=0(ET (k)) ,

dosad́ıme n:=n+1 v (1); (2)
Spočteme: (2)-(1):
(n+ 1) ·ET (n+ 1)−n ·ET (n) = 2(n+ 1) + 2ET (n)) ,
...
ET (n + 1) = 2 + (n+2)

(n+1)ET (n)) , ...

ET (n) = ∑n
i=2 2 · (n+1)

(i+1) = 2(n + 1)(Hn+1 − 3/2)

≤ 2(n + 1) ·Hn+1 ≈ 2(n + 1) · log(n + 1)
tedy ET (n) = O(n log n), když použijeme fakt, že n-té har-
monické č́ıslo Hi je pro velké n přibližně rovno log n.
Hn = ∑n

i=1
1
i

- pivot nemuśı být prvek vstupńı posloupnosti
- Quicksort jako schéma algoritmů podle strategie volby pi-
vota
- pro libovolný pevný zp̊usob výběru pivota existuje (tj. in-
teligentńı nepř́ıtel dokáže zkonstruovat) posloupnost délky n
s časem tř́ıděńı O(n2)
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Randomizovaný Quicksort
- randomizovaný: znáhodněný, (pravděpodobnostńı)
- problém pevného výběru pivota: určité vstupńı posloup-

nosti se tř́ıd́ı (vždy) v čase O(n2). Pokud se nevhodné po-
sloupnosti vyskytuj́ı na vstupu s větš́ı pravděpodobnost́ı, pak
očekávaný čas se může bĺıžit O(n2).

- řešeńı: voĺıme pivota náhodně
proto: Pro každou vstupńı posloupnost má algoritmus očekávanou

složitost O(n log n). (Poč́ıtáme jako pr̊uměr čas̊u dosažených
při všech volbách děĺıćıch bod̊u.)

Závěr: Pro randomizovaný Quicksort neexistuj́ı špatné vstu-
py, ale pro konkrétńı vstup můžeme zvolit špatné pivoty
(špatná volba vždy existuje), kdy doba výpočtu je O(n2).
(Randomizovaný Quicksort nevyžaduje rovnoměrné rozděleńı
vstup̊u jako deterministický Quicksort.)

Poznámky: (jiný pohled)
Když je pivot vždy vybrán tak, že rozděĺı posloupnost v

poměru 99 : 1 (nebo lepš́ım)
T (n) = T (99/100n) + T (n/100) + (n− 1)
Řešeńı (subst. metodou): T (n) = Θ(n log n)
Stejnou složitost dostaneme pro každý konstantńı poměr

děleńı, tj. poměr nezávislý na n (Stač́ı, když se tento poměr
dosáhne aspoň v jedné ze dvou (obecně z pevného počtu k)
úrovńı.)

Neformálně, pivota mezi 1/4 a 3/4 délky posloupnosti do-
staneme s pravděpodobnost́ı 1/2. Pr̊uměrně se nám taková
volba podař́ı v každé druhé úrovni.
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Lineárńı algoritmy tř́ıděńı

Radix sort - přihrádkové tř́ıděńı (p̊uvodńı motivace: tř́ıděńı
děrných št́ıtk̊u)

- tř́ıd́ıme podle jedné cifry (1 sloupce) do p přihrádek (p =
10 pro decimálńı cifry) a skupiny poskládáme za sebe.

- Pozorováńı: pokud byly přihrádky předem utř́ıděny podle
méně významných cifer a použité tř́ıděńı bylo stabilńı, máme
utř́ıděnou posloupnost.

pozn: Stabilńı tř́ıděńı zachovává pořad́ı prvk̊u se stejným
kĺıčem ze vstupu na výstupu.
〈a1, b1, a2, c1, b2, c2〉; 〈a1, a2, b1, b2, c1, c2〉

Alg.: pro d-mı́stná č́ısla (1. cifra nejnižš́ı, d-tá cifra nejvyšš́ı
řád)

for i=1 to d do
utřid’ stabilńım tř́ıděńım podle i-té cifry

Složitost: O(d(n + p)); d se předpokládá konstantńı.
Aplikace: tř́ıděńı řetězc̊u/slov a strukturovaných kĺıč̊u (da-

tum = (rok, měśıc, den)) lexikograficky.

Doplněńı/zarovnáńı:

• Při tř́ıděńı slov r̊uzné délky doplňujeme mezerami zprava

• Při tř́ıděńı č́ısel doplňujeme nulami zleva
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Counting sort
- omezeńı: na vstupu I[1..n] č́ısla v rozsahu 1-k, přirozená.
- pomocná pamět’: pole C[1..k]; pole výsledk̊u O[1..n]
Idea alg.:

for i:=1 to k do C[i]:=0 0. pr̊uchod C: init C
for i:=1 to n do C[I[i]]++ 1. pr̊uchod I: do pole
C nasč́ıtáme počet výskyt̊u vstupńıch č́ısel z I
for i:=2 to k do C[i]+=C[i-1] 2. pr̊uchod C: sečteńı
zdola: C[x] obsahuje počet výskyt̊u menš́ıch nebo rovných
č́ısel než x, tj. (konec) umı́stěńı výsledk̊u v O
for i:=n to 1 do O[C[I[i]]]:=I[i]; C[I[i]]-- 3.
pr̊uchod I, odzadu: uložeńı vstupńıho č́ısla x na C[x]-té mı́sto
O, posun pozice dolu

Složitost čas: O(k + n), pamět’: O(k + n), předpokládáme
k = O(n)

Doplňková vlastnost: stabilita tř́ıděńı, protože ve 3. pr̊uchodu
jdeme odzadu a indexy C[x] po 2.druhém pr̊uchodu ukazuj́ı
na konec úseku s hodnotami x.

- pozn.: ve 3. pr̊uchodu nestač́ı vygenerovat př́ıslušný počet
index̊u x do výstupu O podle hodnot v C[x], protože nás
zaj́ımaj́ı i přidružená data v I.

DC: Upravte alg. tak, aby 3. pr̊uchod byl zepředu (např.
streamovaná data z komprese nebo serializace, z mag. pásky
:-)) a dostali jste stabilńı výstup.
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LUP dekompozice

Df: Matice je dvourozměrné pole prvk̊u. MaticeA = (aij) o
rozměrech m×n má m řádk̊u a n sloupc̊u. Pokud jsou prvky
z množiny S, potom množinu matic označujeme Sm×n.

př́ıklad matice A: A =

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

 =

 1 2 3
4 5 6


- Transponovaná matice AT vznikne výměnou sloupc̊u a

řádk̊u matice A, tj. matice AT = (aji).
- Nulová matice má všechny prvky 0. Rozměry matice lze

obvykle určit z kontextu.
- Vektory jsou sloupcové matice n× 1. (Řádkové źıskáme

transpozićı.)
- Jednotkový vektor ei je vektor, který má i-tý prvek 1 a

všechny ostatńı 0.
- Čtvercová matice n×n se objevuje často. Speciálńı pŕıpady

čtvercových matic jsou:
- Diagonálńı matice má aij = 0 pro i 6= j.
- Jednotková matice In rozměr̊u n×n je diagonálńı matice s

jedničkami na uhlopř́ıčce. Sloupce jsou jednotkové vektory ei.
Ṕı̌seme I bez indexu, pokud lze rozměry odvodit z kontextu.

- Horńı trojuhelńıková matice U má uij = 0 pro i > j
(hodnoty pod diagonálou jsou 0). Jednotková horńı trojúhelńıková
matice má nav́ıc na diagonále pouze jedničky.

- Dolńı trojúhelńıková matice L má lij = 0 pro i < j (hod-
noty nad diagonálou jsou 0). Jednotková dolńı trojúhelńıková
matice L má nav́ıc na diagonále pouze 1.

- Permutačńı matice P má právě jednu 1 v každém řádku
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a sloupci a 0 jinde. Název permutačńı pocháźı z toho, že
násobeńı vektoru x permutačńı matićı permutuje (přeháže)
prvky x.

- Symetrická matice A splňuje A = AT .
- Inverzńı matice k n×n matici A je matice rozměr̊u n×n,

označovaná A−1 (pokud existuje), tž. plat́ı AA−1 = In =
A−1A. Matice, která nemá inverzńı matici, se nazývá sin-
gulárńı (nebo neinvertovatelná), jinak se nazývá nesingulárńı
(nebo invertovatelná). Inverze matice, pokud existuje, je jed-
noznačná (DC).

Řešeńı soustav lineárńıch rovnic, pomoćı LUP dekompozi-
ce.

Máme soustavu rovnic Ax = b, tj. pro A = (aij), x = (xj)
a b = (bi)
a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2
...
an1x1 + an2x2 + . . . + annxn = bn

Pro dané A a b hledáme řešeńı x soustavy. Řešeńı může
být i několik (málo určená soustava) nebo žádné (přeurčená
soustava).

Pokud je A nesingulárńı, existuje A−1 a x = A−1b, protože
x = Inx = A−1Ax = A−1b. Řešeńı x je potom jediné (DC).

Možná metoda řešeńı: spoč́ıtáme A−1 a následně x. Ale
tento postup je numericky nestabilńı, tj. zaokrouhlovaćı chy-
by se kumuluj́ı při práci s poč́ıtačovou reprezentaćı reálných
č́ısel.
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(Problémy:
1. Numerická nestabilita. V LUP omezujeme volbou (abso-
lutńı hodnotou) velkého pivota s použit́ım matice P ,
2. Špatně podmı́něný (ill posed) problém : malá změna vstupńıch
dat (např. zaokrouhleńı) zp̊usob́ı velkou změnu výsledk̊u -
”efekt motýĺıch kř́ıdel”. (opak je dobře podmı́něný, well po-
sed),
3. Testováńı reálných č́ısel na 0 (LUP dekompozice: ř. 10).
Vlivem zaokrouhlovaćıch chyb vyjde nenulová hodnota tam,
kde měla vyj́ıt 0. Následně: lineárně závislé vektory se stanou
lineárně nezávislé, s malou ”odchylkou”.)
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Metoda LUP: pro A najdeme tři matice L, U , P rozměr̊u
n× n, tzv. LUP dekompozici, tž. PA = LU , kde

• L je jednotková dolńı trojúhelńıková matice

• U je horńı trojúhelńıková matice

• P je permutačńı matice

Soustava PAx = Pb odpov́ıdá přehozeńı rovnic. Použit́ım
dekompozice máme LUx = Pb a řeš́ıme trojúhelńıkové sou-
stavy. Označme y = Ux. Řeš́ıme Ly = Pb pro neznámý
vektor y metodou dopředné substituce a potom pro známé
y řeš́ıme Ux = y pro x metodou zpětné substituce. Vek-
tor x je hledané řešeńı, protože P je invertovatelná a Ax =
P−1LUx = P−1Pb = b.

Dopředná substituce řeš́ı dolńı trojúhelńıkovou soustavu v
čase Θ(n2) pro dané L, P , b.

Označme c = Pb permutaci vektoru b, ci = bπ(i). Řešená
soustava Ly = Pb je soustava rovnic

y1 = c1

l21y1 + y2 = c2

l31y1 + l32y2 + y3 = c3
...

ln1y1 + ln2y2 + ln3y3 + . . . + yn = cn
Hodnotu y1 známe z prvńı rovnice a můžeme ji dosadit do

druhé. Dostáváme
y2 = c2 − l21y1 .
Obecně, dosad́ıme y1, y2, . . . , yi−1 ”dopředu”do i-té rovni-

ce a dostaneme yi:
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yi = ci −
i−1∑
j=1

lijyj

Zpětná substituce je podobná dopředné substituci a řeš́ı
horńı trojúhelńıkovou soustavu v čase Θ(n2) pro dané U a
y. Soustava má tvar
u11x1 + u12x2 + . . . + u1,n−1xn−1 + u1nxn = y1

u22x2 + . . . + u2,n−1xn−1 + u2nxn = y2
...

un−1,n−1xn−1 + un−1,nxn = yn−1

unnxn = yn
Řeš́ıme postupně pro xn, xn−1, . . . , x1 takto:
xn = yn/unn,
xn−1 = (yn−1 − un−1,nxn)/un−1,n−1,
obecně

xi =
yi − n∑

j=i+1
uijxj

 /uii .

Program LUP-solve: přepisem vzorc̊u. Permutačńı matice
P je reprezentována polem π[1..n], kde π[i] = j znamená,
že i-tý řádek P obsahuje 1 v j-tém sloupci.

Složitost LUP-solve: Θ(n2) celkem, pro dopřednou i pro
zpětnou substituci. V obou př́ıpadech vněǰśı cyklus prob́ıhá
proměnné a vnitřńı cyklus poč́ıtá sumu, která procháźı část
řádku.
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Výpočet LU dekompozice. Nejprve jednodušš́ı pŕıpad, když
matice P chyb́ı (tj. P = In).

Idea metody: Gaussova eliminace, při které vhodné násobky
prvńıho řádku přič́ıtáme k daľśım řádk̊um tak, abychom od-
stranili x1 z daľśıch rovnic (koeficienty u x1 v prvńım sloup-
ci budou nulové). Potom pokračujeme (rekurzivně) v daľśıch
sloupćıch, až vznikne horńı trojúhelńıková matice, tj. U . Ma-
tice L vzniká z koeficient̊u, kterými jsme násobili řádky.

Z matice A odděĺıme prvńı řádek a sloupec, potom matici
rozlož́ıme na součin. Matice A′ je (n− 1)× (n− 1) matice, v
sloupcový vektor a wT řádkový vektor a součin vwT je také
(n− 1)× (n− 1) matice.

A =

 a11 wT

v A′

 =

 1 0
v/a11 In−1


 a11 wT

0 A′ − vwT/a11



Podmatice A′ − vwT/a11 rozměr̊u (n − 1) × (n − 1) se
nazývá Schur̊uv komplement A vzhledem k a11.
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Rekurzivně najdeme LU rozklad Schurova komplementu,
nech je roven L′U ′.

S využit́ım maticových operaćı odvod́ıme

A =

 1 0
v/a11 In−1


 a11 wT

0 A′ − vwT/a11



=

 1 0
v/a11 In−1


 a11 wT

0 L′U ′



=

 1 0
v/a11 L′


 a11 wT

0 U ′


= LU

Matice L a U jsou jednotková dolńı trojúhelńıková matice
a horńı trojúhelńıková matice, protožeL′ aU ′ jsou požadovaného
tvaru.

Program LU dekompozice - přepisem vzorc̊u. (Převád́ı tail-
rekurzivńı strukturu na iteraci-cyklus.)

Složitost: Θ(n3), protože poč́ıtáme n-krát Schur̊uv komple-
ment, který má Θ(k2) prvk̊u pro k = 0..n−1. Výpočet jedné
úrovně rekurze (tj. hlavńıho cyklu) trvá Θ(k2) a celkový čas

lze odhadnout
n−1∑
k=0

k2 = Θ(n3) (DC).

101



Pokud a11 = 0, metoda nefunguje, protože se děĺı nulou.
Prvky, kterými děĺıme, nazýváme pivoty a jsou na diagonále
U . Zavedeńı matice P nám umožňuje se vyhnout děleńı nu-
lou (nebo malými č́ısly – kv̊uli zaokrouhlovaćım chybám) a
vybrat si ve sloupci nenulový prvek. Takový muśı existovat,
pokud je matice nesingulárńı.

Implementačńı poznámky - optimalizace: a) stač́ı poč́ıtat
nenulové prvky, b) obě matice můžeme uložit ”na mı́stě”,
pokud ukládáme pouze významné prvky, tj. nenulové a dia-
gonálu U .
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Program LUP-dekompozice

LUP-dekompozice(A)

1 n <- rows[A] % počet řádků

2 for i <- 1 to n % P inicializujeme

3 do pi[i] <- i % jako diagonálnı́ I_n

4 for k <- 1 to n-1 % hlavnı́ cyklus

5 do p <- 0 % nulovánı́ pivota

6 for i <- k to n % výběr pivota

7 do if |a[ik]| > p % test vel. pivota

8 then p <- |a[ik]| % bereme maximum

9 k’ <- i % pozice pivota

10 if p = 0 % test pivota

11 then error "singular matrix" k % chyba

12 exchange pi[k] <-> pi[k’] % změna P tj. pi[]

13 for i <- 1 to n % výměna řádků

14 do exchange a[ki] <-> a[k’i] % matice A

15 for i <- k+1 to n % přes řádky

16 do a[ik] <- a[ik]/a[kk] % k-tý sloupec L

17 for j <- k+1 to n % v řádku i

18 do a[ij]<-a[ij]-a[ik]*a[kj] %změna U

Složitost: tři vnořené cykly (18) → Θ(n3)
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Poč́ıtáńı inverze pomoćı LUP-dekompozice.
Pokud máme LUP rozklad matice A, dokážeme spoč́ıtat

pro dané b řešeńı Ax = b v čase Θ(n2). LUP rozklad totiž
nezáviśı na b.

Rovnici AX = In můžeme považovat za n r̊uzných soustav
tvaru Ax = b pro b = ei a x = Xi, kde Xi znamená i-tý
sloupec X . Řešeńı každé soustavy nám dá sloupec matice
X = A−1.

Složitost: řeš́ıme n soustav rovnic, každou v čase Θ(n2).
Výpočet LUP dekompozice spotřebuje čas Θ(n3), teda cel-
kem inverzi A−1 matice A spoč́ıtáme v čase Θ(n3).

Souvislosti:
Lze ukázat: Tinverze(n) = Θ(Tnasobeni(n))
Tj. složitost poč́ıtáńı inverze je stejná jako násobeńı matic.
(Převod maticového násobeńı na inverzi)
(Redukce inverze na násobeńı)

...
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Pořad́ı témat 2019, dotace předn.:poř. předn:
- Prostředky pro popis složitosti 0,5:1
- Základńı grafové alg. 2:2-3
- Min. cesty 2:4-5
- Min. kostry 1,5: 6-
- Stromové struktury 1,5:7
- Rozděl a panuj 2:8-9
- Tř́ıděńı 1,5:10+
- Hašováńı 1:11+
- Lin. Alg. 1:12+
- - Celkem: 13P:...
-
-
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