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Meéreni a porovnavani algoritmu:
- Casova slozitost
- prostorovd, (pamétova) slozitost
- komunikac¢ni slozitost (napr. pocet paketi)

Pouzivame funkce zavislé na velikosti vstupnich dat:
- od konkrétnich dat k datum urcité velikosti
- porovnavame funkce

Jak meérit velikost vstupnich dat? (i jinych dat)
rigorozné: pocet bitu nutnych k zapsani vstupnich dat

Priklad: vstup jsou (ptirozend) ¢isla aq, ..., a, € N velikost
dat D v binarnich zépisu je |D| = =, [log, a; |

Odstranéni zavislosti na konkrétnich datech:

- v nejhorsim pripadé
- v prumérném pripadé (vzhledem k pravdépodobnostnimu
rozlozeni vstupnich dat)

Casové slozitost algoritmu: funkce f : N — N takovd, zZe
f(|D]) udava pocet kroku algoritmu v zavislosti na datech
velikosti | D).

[ntuitivné: neni podstatny presny prubéh funkce f ("az
na multiplikativni a aditivni konstanty”), ale to, do jaké
"t11dy” funkce f patii (linearni, kvadraticka, ...)



Co je krok algoritmu:
- teoreticky: operace daného abstraktniho stroje (Turingtv
stroj, stroj RAM)
- zjednodusené (budeme pouzivat): krok algoritmu = operace
proveditelna v konstantnim case (nezavislém na velikosti dat)
- aritmetické operace (4, -, *, ...)

- porovnani dvou hodnot (typicky cisel)
- pritazeni pro jednoduché datové typy (ale ne pro pole)

- t1m se zjednodusi i méreni velikosti dat (¢isla maji pevnou
maximalni velikost)

Priklad: setiidit ¢isla aq, ..., a, : velikost dat |D| =n

Toto zjednoduseni nevadi pti porovnani algoritmu, ale muze
vést k chybe pri zarazovani algoritmu do tiid slozitosti. (Presnéjsi
meéreni kroku: cena operace zavisi na velikosti zpracovavanych
dat, tj. na poc¢tu bitu/bunék)

Pro¢ mérit ¢asovou slozitost: (slajd)
- pro¢ nékdy nepomuze rychlejsi pocitac



Asymptoticka slozitost
- zkoumd chovani algoritmu na "velkych”datech (ignoruje
kone¢ny pocet vyjimek)
- zafazuje algoritmy do ”kategorii”
- zanedbava multiplikativni a aditivni konstanty

Definice:

e f(n) je asymptoticky mensi nebo rovno g(n), zna¢ime

f(n) € O(g(n)),

pokud de > 0dngvVn > ny: 0 < f(n) < c.g(n)

e f(n) je asymptoticky vétsi nebo rovno g(n), znac¢ime

f(n) € Q(g(n)),

pokud J¢ > 03ngVn > ny: 0 < c.g(n) < f(n)

e f(n) je asymptoticky stejné jako g(n), znacime f(n) €

O(g(n)).
pokud dey, ¢ > 03dngVn > ng : 0 < ¢1.9(n) < f(n) <

ca.g(n)

e f(n)jeasymptoticky ostie mensi nez g(n), znacime f(n) €

o(g(n)),

pokud Ve > 03ngvVn > ny: 0 < f(n) < c.g(n)
e f(n)jeasymptoticky ostie vétsi nez g(n), znacime f(n) €

w(g(n)),
pokud Ve > 0dngvVn > ng: 0 < c.g(n) < f(n)

Piiklady kategorii funkei: ©(1), log(logn),logn,log*(n),
n'/2 n, nlogn,n? n® 2" 22" nl n" 22" ..
Pozn: nékteré dvojice funkei nejdou porovnat
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DC: (Znaceni O( f+g)) Dokazte: max(f(n), g(n)) € O(f(n)+
g(n)).

DC: pro ¢p,c, > 0 a g(n) = ¢p.f(n) + ¢, dokazte g €
O(f) (a g € O(f))

Priklad tvrzeni a dukazu:
Pokud f € O(h) a g € O(h), potom f+ g € O(h).
Dk-idea: mame cf,ny, ¢y, ny pro c,ng z predpokladu o f a
g 7 definice "O”. Zvolime ¢ = ¢y + ¢4, ng = max(nys,ny),
potom pro kazdé n > ng plati 0 < f(n) +g(n) < ¢p.h(n) +
cg.-h(n) = (cy +¢4).h(n) = c.h(n), QED

Aplikace: odhad slozitosti sekvence prikazu.

Pozn: nevhodny zapis f = O(g)

Pozn: vliv multiplikativni a aditivni konstanty v asympto-
tické notaci:
Porovnani n + 100 a n?, 2'% an
Slozitost f(n) = 10n je lepsi nez g(n) = Inlogn az pro
n > 21
Slozitost f(n) = 5n'? je lepsi nez g(n) = 1n? az pro n > 5
Slozitost f(n) = 2% je lepsf nez g(n) = 2" pro n > 1010
Mala data je nékdy vhodné zpracovat jednodussim algorit-
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Dynamické mnoziny

dynamické - méni se v case (obsah, velikost, ...)

prvek dynamické mnoziny je pristupny pres ukazatel (poin-
ter) a obsahuje
1. kli¢ - typicky z néjaké linearné usporadané mnoziny
2. ukazatel(e) na dalsi prvky (nebo ¢asti reprezentujici struk-
tury)
3. dalsi (uzivatelské) data (1)

Operace na dynamické mnoziné: Necht S je dynamickd
mnozina prvku, k& hodnota klice a o ukazatel na prvek:

o ['ind(S, k) - vraci ukazatel na prvek s klicem k v mnoziné
S anebo NIL

o Insert(S,x) - do S vlozi prvek, na ktery ukazuje x

e Delete(S, x) - z S odstrani prvek, na ktery ukazuje x

e Min(S) - vraci ukazatel na prvek v S s minimalnim
klicem

e Max(S) - vraci ukazatel na prvek v S s maximalnim
klicem

e Succ(S, x) - vraci ukazatel na prvek v .S bezprostiedné

nasledujici (v linedrnim usporadani klicu) po prvku, na
ktery ukazuje x, anebo vraci NIL

e Predec(S, x) - analogicky pro bezprostredné predchéazejici
prvek k x



Binarni vyhledavaci stromy (BVS)

Dynamicka datova struktura, ktera podporuje vsechny ope-
race na dynamické mnoziné

Binarni strom: kazdy vrchol reprezentuje jeden prvek mnoziny
a obsahuje kli¢ a 3 pointry na levého syna (levy), pravého sy-
na (pravy) a rodice (rodic)

- strukturu binarniho stromu muzeme pouzit pro jiné da-
tové struktury, napt. pro binarni haldu (pro heapsort). V ni
je kli¢ vrcholu mensi nez oba potomci.

Pro binarni vyhledavaci strom plati:
pro kazdy prvek x plati: vSechny prvky v levém podstromé
prvku x maji mensi kli¢ nez x (pripoustime rovnost) a vsechny
prvky v pravém podstromé prvku x maji vetsi klic nez x.

Find(x,k) % x je ukazatel na kofen BVS obsahujici S
1 while (x<>NIL) and (k<>klic(x)) do % k je pod x
2 if k < klic(x) % ziZeni vybéru

3 then x <- levy(x) 7% posun doleva
4 else x <- pravy(x) ’ posun doprava
5 return x % x=NIL or k=klit(x)

Slozitost je O(h), kde h je vyska BVS. Na kazdé drovni
stromu spotfebujeme konstantni cas, tj. O(1). Stejnéa slozitost
plati i pro ostatni operace.

- dalsf operace (vyhledavaci i modifikujici):

Min(S): Od kotene doleva, dokud to jde. Prvek, ktery nema
levého syna, je nejmensi.

Max(S): symetricky.



Suce(S,x): Do pravého syna, pokud existuje, pak opako-
vané doleva. Jinak opakované prechazime do rodice a vracime
prvniho rodice, kde opoustény syn je vlevo, anebo NIL, po-
kud dojdeme do korene.

Lokalné, v levém podstromeé hledame Min(), ale tato operace
je zavedena jen pro celou strukturu .S.
Pozn. Musime oSetrit vSsechny mozné piipady.

Predec(S,x): symetricky

Insert(S,x): Klesdame podle porovnani doleva nebo doprava.
Prvek pridame misto NIL jako list.

Delete(S,x): Pokud ma vypoustény prvek x 0 nebo 1 syna,
vypustime primo. Jinak najdeme s = Succ(S, ), kterym
nahradime x (!prelinkovanim) a vypoustime prvek z pozice
S.

BVS s n vrcholy:

- nejlepsi pripad: vyvazeny (tplny) strom: vyska O(log n)

- nejhorsi pripad: linedarni seznam n vrcholu: vyska ©(n)

- ndhodné postaveny strom (prumérny piipad): vyska ©(log n)
Chceme zlepsit nejhordi pifpad: Cerveno-cerné stromy a

AVL stromy pomoci lokalnich invariantu a lokalnich vyvazovacich

operaci zaruci vysku ©(logn) v nejhorsim pripadé.



Cerveno-cerné stromy

- Jsou to binarni vyhledavaci stromy, které maji navic obar-
vené vrcholy: barva je ¢ervend nebo ¢erna. (Implementacné:
1 bit)

- Z podminek na obarveni plyne, ze délka cest z korene do
listu se lisi nejvic 2x. Stromy jsou vyvazené v tom smyslu, ze
nejdelsi cesta je logaritmicka vuci poctu vrcholu.

Df: BVS je cerveno-cerny strom, pokud spliuje nasledujici
vlastnosti:

1. Kazdy vrchol je cerveny nebo ¢erny
2. Kazdy list (Nil, tj. externi vrchol) je cerny
3. Pokud je vrchol ¢erveny, potom obé déti jsou cerné

4. Kazda cesta z vrcholu do podrizeného listu obsahuje stejny
pocet ¢ernych vrcholu

Vrcholy, které nejsou externi, jsou vnitini, tj. intern{. Cervené
vrcholy maji (pripadné externi) ¢erné syny. Z 3. plyne, ze
nejsou dva cervené vrcholy bezprostredné pod sebou. Nasledné
ze 4. plyne specialné pro kotfen, Ze pri zvolené cerné vysce je
nejkratsi mozna cesta z korene do listu pouze cerna a nejdelsi
jen 2x delsi (stiidave cervené a ¢erné vrcholy).

Zmaceni: bh(x) je cerné vyska (black height) - pocet cernych
vrcholl na cesté z x do listu, kromé z. (Podle 4. na volbé listu
nezalezi.)

Lemma: C-¢ strom s n vnitinimi vrcholy mé vysku A nejvic
2log(n +1).
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Dk: Indukei podle vysky podstromu lze dokazat, ze pod-
strom ve vrcholu & mé aspon 2(*) — 1 ynitinich vrcholi.
Pouzijeme pro koten:
n > 2?2 — 1 odtud h < 2log(n + 1)

Pro odstranovani poruchy se pouzivaji rotace. Méjme situ-
ace:
L (o, X, 8),Y,7)

2. (a, X, (8,Y, 7))
PravaRotace(Y) prevede 1. na 2., LevdRotace(X) prevede

2.na 1.
Argument rotace je koren podstromu, ktery se méni.

| f

L AN

Y X @
\ /
A//B P

Obrazek 1: Prava rotace: strom pred a po

Pozorovani: usporadani kli¢u zustalo pti obou rotacich za-
chovano.

Pro jednotlivé transformace budeme kontrolovat zachovani
poradi klicu a zachovani (lokaln{) hloubky podstroma.

Hackerska skolka: (Neoptimalni) implementace rotace (v
OOP): Zapamatujeme si nejdiiv vse, co budeme potiebovat
(pro pravou rot. rodic(y), y, x, koren(3)), do pomocnych
proménnych a potom zménime piislusné polozky /ukazatele
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(6x, pro 3 hrany).
Vkladani: viz Obrazky

Cerveny kofen muzeme piebarvit na ¢erny bez poruseni
vlastnost! C-C stromu. Budeme tuto vlastnost udrzovat.

Fyzické vlozeni uzlu: jako v BVS, vlozeny uzel x obarvime
na cerveno.

Pak muze byt porusena pouze vlastnost 3, kdyz vlozeny
uzel x 1 jeho otec ¥y jsou ¢ervené. Pokud tato porucha nastane,
y ma otce z , ktery je ¢erny. Jinak koncime, strom je spravne
utvoreny. Bratra y oznacime y2.

Rozeberme 3 mozné pripady.

|
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Obrézek 2: C-C pifpad la, x = B: Stryc D je erveny, pred a po

1. Zahrnuje 1a, resp. 1b. Bratr y2 = D uzlu y = A, resp.
y = B, tj. stryc z, je cerveny. Pak y a y2 prebarvime na
cerno, z = C' na cerveno. Pokud je z kofen, prebarvime
ho na ¢erno a konéime, pokud ma z ¢erného otce, koncime,
jinak ma z ¢erven¢ho otce, porucha se presunula vys
a iterujeme (rozborem 3 moznosti). Uzel z je polohou
"novy’x.
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Obrézek 3: C—C pifpad 1b, z = A: Stryc D je ¢erveny, pred a po
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Obrazek 4: C-C pifpad 2: Stryc D je éerny, z = B je vnitini (pfed a po)

2. Bratr y2 uzlu y je ¢erny a x je opacnym synem y nez iy sy-
nem z. Pokud je x pravym synem y, tak LevaRotace(y),
jinak PravaRotace(y). (Bez ptebarvovéani.) Tim je situace
prevedena na pripad 3.

3. Bratr y2 uzlu y je cerny a x je stejnym synem y nez y
synem z. Pokud je z levym synem y a y levym synem
z, tak PravdRotace(z) a prebarveni y na ¢erno a z na
cerveno. Tim jsou vlastnosti C-C stromu splnény. Opaény
pripad je symetricky.

Pozn: V pripadé vkladani dva cerné uzly pod sebou tvori
"rezervu’, kterou vyuzijeme lokalné a poruchu nemusime
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Obrazek 5: C-C pifpad 3: Stryc D je ¢erny, = A je vnéjsi (pied a po)

propagovat nahoru.
Slozitost vkladani je O(logn).
- vlastni vkladani do BVS O(logn)
- slozitost 1. je O(1) (test+rotace+piebarveni), provede se
nejvyse O(logn)-krat
- slozitost 2. a 3. je O(1), provede se kazda nejvyse jednou

Vypousteéni:

Prvek odstranime standardnim zpusobem z BVS.

Pro vypousténi, ¢erveny uzel v lokalnim okoli je rezerva,
ktera umozni zménu nepropagovat nahoru.

Skutecné odstranovany prvek y ma nejvyse jednoho in-
ternfho syna, necht je to . Pokud nemd interni syny, oz-
nacime x jednoho z externich synu. (Uzel x se dostane na
misto y.)

Pokud je y ¢erveny, po jeho vypusténi je strom v poradku.
Pokud je y cerny, je po jeho vypusténi porusena vlastnost 4
(kromé ptipadu, kdyz je y koten), protoze cesty vedouci pres
y ztratily 1 ze své cerné vysky.

Pokud je x ¢erveny , prebarvime ho na ¢erno a strom je v
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poradku.

Pokud je x ¢erny, oznac¢ime ho jako dvojité cerny a tuto
(jedinou) poruchu budeme odstratiovat, bud na misté nebo
posunem vzhuru.

Pokud je x koren stromu, tak ¢ernou barvu navic od-
stranime a ¢erna vyska vsech vrcholu klesne o 1. Pokud x
neni koren, tak rodi¢(z), ozna¢me ho z, musi mit druhého
syna interniho, ozna¢me ho w, jinak by cesty k listum nes-
plinovaly podminky na ¢ernou vysku. (Externi uzel mé ¢ernou
vysku 1, tedy mensi nez x.)

Budeme predpokladat, ze x je levym synem rodice z (opacény
piipad je symetricky) a rozlisime ctyti pripady podle barvy
w a jeho synt.

1
] w@\% B uﬂ@]
AR *“";}'—r@ré

3 ¢ T 6 14 1 3 4

Obrazek 6: C-C piipad 1: Bratr D je ¢erveny, pred a po

1. uzel w je cerveny (a tedy ma cerné syny). Prebarvime w
na ¢erno a z (=rodi¢(x)=rodi¢(w)) na ¢erveno a prove-
deme LevaRotace(z). Tim se situace prevede na jednu z
dalsich 3 moznosti, tj. £ ma cerného bratra.

2. uzel w je cerny a ma dva cerné syny. Odstranime jed-
nu ¢ernou z x a prebarvime w na Cerveno. Jejich otci z
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Obrézek 7: C—C pifpad 2: Bratr D, C a E jsou ¢erné, pied a po

pridame jednu cernou, tj. pokud je cerveny, prebarvime
na cerno a koncime, a pokud je z ¢erny, zménime ho na
dvojité cerny. Tim jsme poruchu posunuli ke kofeni a
iterujeme. Tento postup dvojité ¢erné vzhuru se zastavi
nejpozdéji v koreni, kde jednu ¢ernou muzeme odebrat.

f
( 8
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Obrézek 8: C-C pifpad 3: Bratr D a vnéjsf syn E Gerny, vnitini syn C Gerveny, pied a po

3. uzel w je cerny, jeho levy ("vnitini”) syn je cerveny a
pravy syn ¢erny. Vymeénime barvy w a jeho levého syna
a provedeme PravaRotace(w). Tim prevedeme situaci na
pripad 4.

4. uzel w je cerny a jeho pravy syn je ¢erveny. Pravého syna
uzlu w prebarvime na cerno a odebereme cernou z uzlu
x. Pokud byl z, tj. rodi¢ x ¢erveny, tak ho prebarvime na
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Obrézek 9: C-C pifpad 4: Bratr D je ¢erny, jeho vnéjsi syn E Gerveny, pred a po
cerno a w na cerveno. Provedeme LevaRotace(z).

Pozn: V ptipadé vypousténi cervené uzly (piipady 3 a 4)
tvori rezervu, kterou muzeme vyuzit lokalné. Pokud mame " v
okol” cerné uzly (pripad 2), musime posouvat poruchu vys.

Slozitost vypousténi je O(logn). Vlastni vypousténi (véetné
presunu listu) je O(logn). Pti odstranovani poruchy vsechny
testy a akce trvaji O(1) a ptipady 1, 3 a 4 se vykonaji jednou
a pripad 2 nejvys O(log n)-krat.

Pozn.: Popsané zmény vykonavame najednou. Pri imple-
mentaci muzete samostatné rotovat a prebarvovat, ale pro
ucely vysvétlovani a dukazu pouzivame pouze zobrazené sta-

VY.
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AVL stromy

Df (Adelson-Velskij, Landis): Binarni vyhleddvaci strom je
AVL strom (vyvazeny AVL), prave kdyz pro kazdy vrchol x
ve stromé plati
[h(levy(z)) — h(pravy(z))| < 1,
kde h(z) je vyska (pod)stromu (pocitame urovné hran).

- pro efektivitu operaci si pamatujeme explicitné (v polozce
vrcholu) aktudlni vyvazeni: v z mnoziny {—1,0,+1}, kde
v = h(pravy) — h(levy)

Véta: Vyska AVL stromu s n vrcholy je O(logn).

Idea Dk: Konstruujeme nejnevyvazenéjsi strom, s nejméné
vrcholy pfi dané vysce: oznacme p,, pocet vrcholu takového
stromu 7}, s hloubkou n.

TQ - Po = 1

T1 - P1 = 2

Ty Pn = DPn-1+pn_o+1 = fibonacci, 3—1, (pro fibs = 2)
Pozn: fibonacci, ~ ¢" = (HQ\/E)" ~ 1.618"

Dusledek: Vsechny dotazovaci operace pro BVS (Find, Min,
Max, Succ, Predec) funguji na AVL stromé stejné a maji
slozitost O(logn)

Zustavaji modifikujici operace Insert, Delete.

Operace pracuji stejne, po zméné upravujeme zdola vyvazeni,
s pripadnou propagaci zmeény nahoru (pokud to staci) a pripadné
pouzijeme rotace (jednoduchou, dvojitou)

Ve /

O(1))
Jednoducha rotace: (obrazky na slajdech)
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Obrazek 10: AVL: Pridavame do vnéjsiho podstromu, pred a po

((T1,A/-1T2),B/-1,T3) — (T1,A/0,(T2,B/0,T3))
- pridavame prvek do stromu T1 (presnéji: hloubka T1 rostla)
- po rotaci se do predku nového A nesiii zména, protoze
puvodni hloubka zustala zachovana
- usporadani zustalo: T1 < A< T2 < B < T3

- pozn: Jsou programovaci jazyky (Prolog, Haskell), které
dovoluji zapsat (vlastni rotaci, bez testu):

RotDoprava( t(t(T1,A,T2),B,T3), t(T1,A,t(T2,B,T3)) ).
RotDoprava (T (T tl a t2) b t3) =T tl a (T t2 b t3)

Neoptimalni implementace rotace: zapamatujeme si uka-
zatele na ”objekty” véetné rodice B a potom nastavime noveé
hodnoty pro jednotlivé zménéné polozky

Dvojita rotace: ((T1,A/0,(T2,B/0,T3)),C/-1,T4) —
((T1,A,T2),B/0,(T3,C,T4))
- pridavame prvek do T2 nebo T'3, podle toho uréime vyvazeni
v A a C po rotaci
- po rotaci se do predku B opét nesiti zména
- usporadani zustalo
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Obrazek 11: AVL: Pridavame do vnitiniho podstromu, pred a po

- dvojitou rotaci bereme jako jeden celek a invarianty popi-
sujeme pred a po provedeni, ne v mezistavu. Implementacné:
Ize pouzit dvé jednoduché rotace

- analogicky symetrické pripady

Rozbor pripadu vyvazeni pri Insert: (B[/JNO, pridavalo se
do levého podstromu (tj. zvysovala se hloubka vlevo))

1) +1 na 0, konec

2) 0 na -1, propagace zvyseni hloubky nahoru

3) -1, pridavame do levého levého podstromu: jednoducha
rotace, konec

4) -1, pridavame do pravého levého podstromu: dvojita
rotace, konec

V piipadech 3) a 4) je novy strom stejné hluboky jako
puvodni, proto nemusime propagovat zménu nahoru.

Rezerva pro vkladani je vhodna nevyvazenost v koreni.

Operace Delete, rozbor pripadu pro predky fyzicky vy-
pousténého vrcholu:
- ubirame vrchol, tj. snizujeme vysku, BUNO vlevo. Pri
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propagaci nahoru se snizila vyska celého stromu a musime
upravovat na cesté ke koreni.
1) -1 to 0, propagace snizovani

£ _}[j\u

Obrazek 12: AVL: Delete 1: propagace nahoru, pied a po

L P
=Nysvh)

Obrazek 13: AVL: Delete 2: lokalni oprava, pted a po

2) 0 to +1, konec

3) -1 v otci, -1 v bratrovi: jednoducha L-rotace, propagace
nahoru

-"u

@ < el
g : f—4

— e

l-wr

Obrazek 14: AVL: Delete 3.4: pred a po

4) -1 v otci, 0 v bratrovi: jednoducha L-rotace, bez propa-
gace
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5) -1 v otci, +1 v bratrovi: dvojita rotace, propagace na-
horu

@ﬂ /0\
_{f \B@ [k B
A / 4 w 3

Cr\h CY
33 2 e XD o i nts

Obrazek 15: AVL: Delete 5: pred a po

- Pii Delete nezarucime O(1) rotaci jako v C-C stromech.

22



B-stromy

- B-stromy jsou vyvazené vyhledavaci stromy

- jsou s promeénlivym poctem nasledniku, vétsim nez 2:
vrchol s n(x) klici ma n(x) + 1 déti

- aplikace: data na disku, indexové soubory databazi

Ve /

se nacitaji celé, proto chceme mensi hloubku za cenu vétsiho
poctu déti a nevyuzivani paméti (pouzitelné i pro bloky cache
~ / v ~ ~ . .o
v operacni paméti, obecné pamétovou hierarchii)
—

B-strom ma nasledujici vlastnosti:
1. klice jsou ulozeny v neklesajici posloupnosti (zleva dopra-
va)
2. pokud je x vnitini vrchol s n(x) klici, pak obsahuje n(z)+
1 pointru na déti

3. klice ve vnitinim vrcholu rozdéluji intervaly klicu v pod-
stromech

4. kazdy list je ve stejné hloubce
5. pro néjaké pevné t plati, ¢ > 2 (tzv. minimalni stupen)

(a) kazdy vrchol kromeé kotene ma aspon t—1 klicu. Kazdy
vnitini vrchol kromé korene ma aspon ¢ déti. Pokud
je strom neprazdny, ma koren aspon 1 Klic.

(b) kazdy vrchol ma nejvic 2t — 1 klict, teda nejvic 2t deéti.

- pozn. k literature: Jsou ruzné varianty B-stromu. My
pouzivame: s hodnotami ve vnitinich vrcholech (vs. pouze
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v listech), s pripravnym stépenim a slucovanim — tj. poctem
dstip: t <p <2t (vs. t —1<p<2—1)

Tvrzeni: Pron > 1 a kazdy B-strom 1" s n klici, vyskou A
a minimalnim stupném ¢ > 2 plati:
h < log, ”"QH
Dk: Pro strom dané vysky h je pocet vrcholii minimalni, kdyz
koren obsahuje 1 kli¢ a ostatni vrcholy ¢ — 1 klicu. Pak jsou
2 vrcholy v hloubee 1, 2¢ vrcholi v hloubee 2, 2¢? vrchold v
hloubce 3 atd., az 2¢"~1 vrcholt v hloubce h.

Pocet klicu n splnuje:

n>14(t—1) % ot

1=1
= 1+2(t = D(5=])
=2t" — 1
a odtud plyne tvrzeni.

Operace na B-stromé:

e Create - vytvoreni stromu
e Search - nalezeni prvku
e Insert - vlozeni prvku do stromu

e Delete - vypusténi prvku ze stromu

- pomocna operace: rozdéleni plného vrcholu: stépeni a
slévani

Obrazek 16.

- vkladani do B-stromu vysky h: O(h)
- pii pruchodu dolu (preventivné) stépime plné vrcholy
- varianta: stépime pii navraceni, pak si musime pamatovat
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Obrazek 16: B-stromy: stépeni, ¢t = 3: pred a po

(a zamknout) cestu
- specialné: déleni kotene zpusobi zvyseni vysky o 1

Obrazek 17.
[T
H -k 1 \"—\
L. |
ey 7 g e

J [l ¢
r,,'” Ty T T3 7,

Obréazek 17: B-stromy: stépeni v koreni, t = 3: pred a po

- invariant: vkladame do neplného vrcholu

Vypousténi z B-stromu
- (rekurzivne) od kotene prochazime stromem, kontrolujeme
a vynucujeme invariant: pocet klicu ve vrcholu je aspon ¢t —
nejsme na minimu ¢ — 1 klicu
- zabezpeceni invariantu: klic z aktualniho vrcholu se presune
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do syna a nahradi se klicem ze souseda syna
- specialni pripad: koten (v neprazdném strome): Pokud koten
nema zadné klice a pouze 1 syna, snizime vysku stromu.

Rozbor pripadu vypousténi:
1. vypoustime kli¢ k£ z listu x: primo
2. vypoustime Kkli¢ k£ z vnitiniho vrcholu x

(a) pokud syn y, ktery predchazi k v x, mé aspon t klict:
najdi predchudce & ke klici k ve stromé y. Vypust &’
a nahrad k klicem & v z. (Nalezeni a vypusteni & v
jednom pruchodu)

(b) symetricky, pro naslednika z klice k

(¢) jinak, synové y a z maji t — 1 klicu. Slej k a obsah z
do y, z vrcholu = vypust kli¢ k a ukazatel na z. Syn
y ma 2t — 1 klicu a vypustime k ze syna y.

3. kli¢ k£ neni ve zkoumaném vrcholu. Uréime odpovidajici
kofen ¢; podstromu s klicem k. Pokud ¢; ma pouze t — 1
klicu, uprav ¢; podle 3a) nebo 3b), aby obsahoval aspon ¢
klicu. Pak vypoustéj rekurzivné v odpovidajicim synovi.
(a) Pokud ¢; mé t — 1 klicu a mé souseda s ¢ klici, presun
kli¢ z x do ¢;, presun kli¢ z (bezprosttedniho) souseda
do x a presun odpovidajiciho syna ze souseda do ¢;

(b) Pokud oba sousedé maji t — 1 klicu, slej ¢; s jednim ze
sousedu. Pritom se presune 1 kli¢ z vrcholu  do nové
vytvareného vrcholu (jako median)
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Obrazek 18: B-stromy: vypousténi — presun: pied a po

- slozitost vypousteéni ze stromu vysky h: mame O(1) dis-
kovych pristupt na 1 hladiné, proto je O(h) diskovych ope-
raci celkem

- presun podrobné, 3a: (obrazek 18)

usporadani je zachovano

hloubka se neméni, tj. neporusi

novy vrchol IJK ma ¢ klicu, tzn. spliuje invariant

novy vrchol MN ma aspon t — 1 klicu (po upraveé), tzn.

splnuje podm. B-stromu

Souvislosti:

- souvislost s ¢erveno-cernymi stromy: Pro ¢ = 2 ma vrchol B-stromu 1—3
klice a 2 — 4 deéti, nazyva se 2 — 4 strom. Vrcholu B-stromu odpovida
¢erny vrchol s pripadnymi ¢ervenymi syny:.

- varianta: vSechna data v listech (tzv. externi reprezentace): vyhody: vic
B-stromu (indexu) nad stejnymi daty, vétsi stépeni (Setiim pointry na
data ve vnitinich vrcholech)

- varianta: pocet p klicu je: t < p < 2t, operace Stépeni a slévani se
vykonavaji po upravé podstromu, pro ¢ = 1 dostaneme 2 — 3 stromy,

zobecnéni: a — b stromy
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Obrézek 19: B-stromy a C-C stromy

- impl: provazané stromy - maji pointry na sousedy; slévani 3 vrcholu na
2: bindrni hledani pro pevnou délku klicu; klice proménné délky (fetézce)
- staticky strom (napt. data na CD): vrcholy jsou naplnény, paméti se
neplytva
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Hasovani
- ideové vychazi z primo adresovatelnych tabulek, které maji
malé univerzum klicu a prvky nemaji stejné klice.
- operace Insert, Search, Delete v ¢ase O(1)
- implementace: pole; hodnoty pole obsahuji reprezentované
prvky (nebo odkazy na né) anebo NIL

- Ale primo adresovatelné tabulky nevyhovuji vzdy:
- univerzum klicu U je velké vzhledem k mnoziné klicu K,
které jsou aktualné ulozeny ve strukture
- prvky maji stejné klice

- idea: adresu budeme z klice pocitat
- hasovaci funkce h : U — {0,1,...,m — 1} mapuje univer-
zum klicu U do polozek hasovaci tabulky T'[0..m — 1]

— redukce pameéti
- problém: vznikaji kolize: dva klice se hasuji na stejnou hod-
notu
- pozorovani: kolizim se nevyhneme, pokud |U| > m

Reseni kolizi:
- zietézenim prvku
- otevrena adresace

Pozn: Hasovaci funkce maji'i jiné aplikace (s jinymi pozadavky)
nez pro datové struktury:.
- kryptografické hasovaci funkce: otisk MD5 (Message Digest
5) nebo SHA2: v kryptografii (napf.) pro ovérovani nepo-
rusenosti zprav; pro adresaci/identifikaci objekti/souboru v
distribuovanych systémech
- hasovani pro vyrobu signatury: predfiltrovani stejnych (¢dsti)
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klicu (alg. Rabin-Karp: inkr. zmény; Bloomuv filtr; "tex-
ty”a bioinformatika); databéze: operace join (nerovnomeérné
rozdéleni dat); transpoziéni tabulky v hrach (kolize fesime
prepisovanim)

Analyza hasovani se zretézenim

Df: Faktor naplnént o = > pro tabulku T" velikosti m, ve
které je ulozeno n prvku.
V tabulce se ziretézenim muze platit n > m, teda o > 1.

Predpoklady
- jednoduché uniformni hasovani: Kazdy prvek se hasuje do
m polozek tabulky se stejnou pravdépodobnosti, nezavisle na
jinych prvcich
- hodnota hasovaci funkce h(k) se pocita v case O(1)

Analyza hledani prvku:
- uspésné nalezeni
- neuspeésné hledani

Véta: V hasovaci tabulce s resenim kolizi pomoci zietézeni
netspésné vyhledavani trva prumeérné O(1+a), za predpokladu
jednoduchého uniformniho hasovani
Dk: Podle predpokladu se kli¢ £ hasuje se stejnou pravdépodobnosti
do kazdé z m polozek. Neuspésné hledani klice £ je prumeérny
¢as prohledani jednoho ze seznamu do konce. Prumeérna délka
seznamu je «. Proto je oéekavany pocet navstivenych prvku
a a celkovy ¢as (véetné vypoctu hasovaci funkce h(k)) je
O(l + ).

Ijspééné vyhledavani
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Véta: V hasovaci tabulce s feSenim kolizi pomoci zietézeni
uspésné vyhledavani trva prumeérné (14 «) za predpokladu
jednoduchého uniformniho hasovani.

Dk: Predpokladame, ze vyhledavame kazdy z n ulozenych
klicu se stejnou pravdépodobnosti. Predpokladame, ze nové
prvky se ukladaji na konec seznamu.

Ocekavany pocet navstivenych vrcholu pri ispésném vyhledavani
je o 1 vétsi nez pri vkladani tohoto prvku. Pocitame prumeér
pres n prvku v tabulce z 1+ ocekavana délka seznamu, do
ktercho se pridava i-ty prvek. Ocekavana délka tohoto sezna-

mu je (¢ — 1)/m. Dostaneme:

1 n 1 — 1 1

Y () =1+ (i 1)
n =1 m nmz?l 1)
I (n—1)n
= 1
+nm< 2 )
— 1+&_1
2 2m
= O(1+ «)
Zaver: Pokud n = O(m), pak « = n/m = O(m)/m =

O(1)
Po vyhledani, vlastni operace pro pridani, resp. vypusténi
prvku v ¢ase O(1).

- pozn: ukladéni na konec vs. na zacatek (frekventované
klice vs. princip lokality)
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Volba Hasovacich funkeci
1) délenim
2) nasobenim
3) univerzalni hasovani (samostatné)

Dobra hasovaci funkce spliuje (priblizné) predpoklady jed-
noduchého uniformniho hasovani
Pro rozlozeni pravdépodobnosti P zvoleni klice £ z univerza

U chceme:

_ 1 _ B
k:h(zk:):j P(k) om pro j O, 1.m 1

ale: obvykle rozlozeni pravdépodobnosti nezname
- interpretujeme klice jako (prirozené) ¢isla, aby se daly
pouzivat aritmetické operace
1) Déleni
h(k) = k mod m zbytek po déleni
nevhodné pro m = 2P, 10P, 2P — 1

vhodné: prvocisla ”vzdalené” od mocnin dvojky

2) Néasobeni
h(k) = |[m(kA mod 1)|, pro k € [0,1)
obvykle pro m = 2P
Knuth doporucuje A ~ (v/5—1)/2 = 0, 6180339887 ... zlaty
fez ¢-1

" Paradox” narozenin (a vztah k hasovani): Mezi 23 (a vice)
lidmi jsou s pravdépodobnosti vétsi nez 50% aspon dva se
stejnymi narozeninami.

Otevrené adresovani
- vSechny prvky jsou ulozeny v tabulce, proto a < 1
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Obrazek 20: Hasovani ndsobenim

- pro Teseni kolizi nepotrebujeme pointry, ale pocitame adre-
sy navstivenych pozic

— ve stejné pameéti mame vetsi tabulku nez pri zietézeni
- posloupnost zkouSenych pozic zavisi na klici a poradi po-
kusu: h: U x {0,1,...,m—1} = {0,1,...,m — 1}
- prohledavani pozic v posl. (h(k,0),h(k,1),..., h(k,m —
1))

- operace Search, Insert, Delete (pouze nékdy)

Predpoklad uniformniho hasovani: kazda permutace pozic
{0..m — 1} je pro kazdy kli¢ vybrana stejné pravdépodobné
jako posloupnost zkousenych pozic
- je tézké implementovat, pouzivaji se metody, které to nes-
plnuji

Oteviené adresovani - metody:
1. linearni zkouseni

2. kvadratické zkousSeni
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3. dvojité hasovani

1) Linearni zkouseni, pro hasovaci funkci b’ : U — 0..m—1
bude
h(k,i) = (h'(k) +¢) mod m
- pouze m ruznych posloupnosti zkousenych pozic (a nezélezi
na prirtustku)
- problém: primarni klastrovani: vznikaji dlouhé tseky obsa-
zenych pozic
Pravdépodobnost obsazeni pozice pri vkladani zavisi na ob-
sazenosti predchozich pozic: pokud je obsazeno ¢ pozic pred,
je pravdépodobnost obsazeni Hml specialné pro 1 = 0, tj.
predchazejici prazdnou pozici, je pravdépodobnost 1/m.

Priklad: o = 0.5, porovnejte
a) obsazeny sudé pozice
b) obsazena prvni polovina tabulky

- DC: Ize implementovat Delete: nasledujici prvky posune-
me, pokud patii na/pred uvoliiované misto

2) Kvadratické zkousent:
h(k,i) = (W(k) + c1i + %) mod m, ¢; # 0, ¢y # 0
- aby se prohledala cela tabulka, hodnoty ¢q, cs a m musi byt
vhodné zvoleny
- pro stejnou pocatecni pozici klicu z a y (tj. h(z,0) =
h(y, 0)) nasleduje stejna posloupnost zkousenych pozic

— problém: druhotné klastrovani
- pouze m ruznych posloupnosti pozic

3) Dvojité hasovani
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h(k,i) = (h1(k) 4+ i.he(k)) mod m, hy a hg jsou pomocné
hasovaci funkce
- ho(k) nesoudélné s m, aby se prosla celd tabulka
mozné volby:
a) m = 2P a hy(k) je liché
b) m prvocislo, 0 < ho(k) < m
Priklad:
hi(k) = k mod m
ho(k) = 14 (K mod m’), kde m’ je o trochu mensi nez m
- mdme ©(m?) posloupnost{ zkousenych pozic
- misto Delete pouzivame Pseudodelete: vypoustény prvek
zneplatnime, odstranime ho pri prehasovani tabulky

Analyza hasovani s otevienym adresovanim

- 7obvyklé” predpoklady: uniformni hasovani: Pro kazdy
kli¢ k je posloupnost zkousenych pozic libovolna permuta-
ce {0..m — 1} se stejnou pravdépodobnosti.

Véta: V tabulce s otevienym adresovanim s faktorem na-
plnéni o = n/m < 1 je ocekdvany pocet zkousenych pozic
pii neuspésném vyhledavani nejvice 1/(1—a), za predpokladu
uniformniho hasovani.

Dk: Vsechny zkousky pozice kromé posledni nasly obsaze-
Nou POZICl.

Definujme p; = Pr{pravé i zkousek naslo obsazenou pozici}
Ocekavany pocet zkousek je 1 + Z-%Ooi - Di (1)

Deﬁnujme q; = Pr{aspoﬁ i zkousek naslo obsazenou pozici}
Plati 1 + Z 1-pi =1+ Z q;, chceme spocitat ¢; (I od 717)

Prvni zkouska narazi na obsazenou pozici s pravdépodobnosti
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n/m = q.

Obeené q; = (1) (1) (=) < () =
Spocitame (1): 1 + EOZ' pi =1+ ;201 g <1+ ;201 o = 1_104;

QED

Dusledek: vkladani prvku vyzaduje nejvys 1/(1—a) zkousek,
za stejnych predpoklad.

Véta: V tabulce s otevienym adresovanim s faktorem na-
plnéni @ = n/m < 1 je ocekavany pocet zkousek pri ispésném
vyhledavani nejvic

1 1 1

—In + —

a 1l—a «
za predpokladu uniformniho hasovani a pokud vyhledavame
kazdy klic v tabulce se stejnou pravdépodobnosti.

Dk: Vyhledavani klice k£ zkousi stejnou posloupnost po-
zic jako pri vkladani klice k. Podle minulého dusledku je
vkladani (i +1)-ntho klice vykonano na 1/(1—14/m) zkousek.
Plati 1/(1 —i/m) =m/(m — 7).

Prumeér pres vsechny klice v tabulce je hledany pocet zkousek

N = = a(H = Huoa) ke Hy = £ 4o
i-t¢ harmonické cislo. Plati lnz < H; <Ini+1, odtud
1
—(Hyy — Hpyp—p) < —(1 1—1 —
&( ) < Oé(ner n(m —n))
1 m 1
< —1In —
a m-—-n «
1 1 1
< —In + —

a |l—a «
QED
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Univerzalni hasovani
Idea: zvolime hasovaci funkce nahodné a nezavisle na klic¢ich
(za béhu, z vhodné mnoziny funkci)
- pouziti randomizace

Df. Necht H je koneénd mnozina hasovacich funkef z uni-
verza klicu U do {0..m—1}. Mnozinu H nazveme univerzalni,
pokud pro kazdé dva ruzné klice x, y € U je pocet hasovacich
funkei h € H, pro které h(x) = h(y), roven |H|/m.

- tj. pro nahodné zvolenou funkci h je pravdépodobnost kolize
pro z ay, kde x # y, prave 1/m. To je stejnd pravdépodobnost,
jako kdyz jsou hodnoty h(x) a h(y) zvoleny nahodné z mnoziny
{0..m — 1}

- implementace: hasovaci funkce zavisi na parametrech, které
se zvoli za béhu.

H ={h,(z): U —{0.m—1}a € A}, kde h,(x) = h(a, x),
a je parametr
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Dusledky randomizace:
- zadny konkrétni vstup (konkrétnich n klict) neni apriori
Spatny
- opakované pouziti na stejny vstup vola (skoro jisté) ruzné
hasovaci funkce

— "prumérny pripad” nastane pro libovolné rozlozeni vstupnich
dat (1); prumér pres mozné has. fce

Véta: Necht h je ndhodné vybrand hasovaci funkce z uni-
verzalni mnoziny hasovacich funkef a necht je pouzita k hasovan{
n klicu do tabulky velikosti m, kde n < m. Potom oc¢ekavany
pocet kolizi, kterych se ucastni nahodné vybrany konkrétni
kli¢ x je mensi nez 1.

Dk: Pro kazdy par ruznych klicu y a 2z oznacme ¢,, nahodnou
proménnou, ktera nabyva hodnotu 1, pokud A(y) = h(z) a
0 jinak.

7, definice, konkrétni par klicu koliduje s pravdépodobnosti

1/m, proto ocekavand hodnota Elc,.| = 1/m.

Oznacme C,. celkovy pocet kolizi klice x v hasovaci tabulce

T velikosti m obsahujici n klicu. Pro ocekavany pocet kolizi

mame: !

BlC= 5 Blea)== =
yeT y#x m

Protoze n < m, plati F|C,] < 1.

Pozn: predpoklad n < m implikuje, ze prumérna délka
seznamu kli¢u nahasovanych do stejné adresy je mensi nez 1.

Konstrukce univerzalni mnoziny hasovacich funkei (jed-
na z moznosti).
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Zvolime prvocislo m jako velikost tabulky. Kazdy klic x
rozdélime na r + 1 ¢asti (napf. znaku, hodnota r zavisi na
velikosti klic). Piseme x = (xq, x1...x,). Zvolené r spliuje
podminku, ze kazda cast z; je (ostfe) mensi nez m. Zvol-
me a = (ag, ai...a,) posloupnost (r 4+ 1) ¢isel nahodné a
nezavisle z mnoziny {0,1..m — 1}. Definujeme h, € H:
ho(z) = si_ga;x; mod m a H = u,{h,}

Plat{ |[H| = m"! tj. poctu riznych vektori a.

Veéta: H je univerzalni mnozina hasovacich funkeci.

Dk: Uvazujme ruzné klice x a y. Bez 1jmy na obecnosti,
nech xy # yy. Pro pevné hodnoty a1, as...a, je pravé jedna
hodnota ag, kterd splituje h(x) = h(y). Je to feseni rovnice

ag(xo — yo) = — 'é a;(x; — y;) mod m

Protoze m je prvocislo, nenulova hodnota xy — yy ma je-
diny inverzni prvek modulo m a teda existuje jediné reSeni
pro ag modulo m. Nasledné, kazdy par klicu z a y koliduje
pro pravée m” hodnot vektoru a, protoze koliduji prave jed-
nou pro kazdou volbu (aq, as...a,), tj. pro jedno ag. Protoze
je m"™ moznosti pro a, klice koliduji s pravdépodobnosti
m” /m"™ = 1/m. Teda H je univerzalni. QED

- pozn: a; vybirame véetne 0

Priklad randomizace: Zobristovo hasovani pro reprezenta-
ci pozic her (v transpoziénich tabulkach), pouziva nahodna
¢isla pro (jednobitové) rysy/ficury, pouziva xor (misto plus
a mod), typicky v 32 bitech.

- Pro zjisténi uspéchu nalezeni se neporovnavaji celé klice, t;j.
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pozice, ale hodnota sekundarni hasovaci funkce.

HasSovani a rostouci tabulky (dynamizace h.t.)
Chceme odstranit nevyhody hasovani:
- pevna velikost tabulky
- nedokonald implementace Delete (u nékterych metod)
pii zachovani asymptotické ceny operaci (tj. prumérné O(1)
pro pevné )

Idea: Periodicka reorganizace datové struktury
- pri rustu: pii dosazeni naplnéni o zvétsime tabulku d-krat
(napf. d = 2, z m = 2" na m = 21 a prvky prehasujeme
(s novou has. fci.)

Déle uvazujme d = 2: aspon 2'"'.a operaci Insert (od
posledniho prehasovani) zaplati:

e 1x: piiddni 2~ '.a prvki do staré tabulky
e 2x: piehasovani 2.2 '.a prvki

DC: Kredit operace obecne < 2;_-11

- pozn: vhodné « lze spocitat (z pohledu efektivity bu-
doucich operaci s a bez prehasovani)

- operace prehasovani je amortizovana minulymi operace-
mi, které vytvori dostatecny kredit — amortizovana slozitost

Obecné feseni pri rustu i zmensovani tabulky: po prehasovani
je naplnéni tabulky a//4 az o /2, oznaéme n* = a.m.
- tabulku zvétsime, pokud mame n* prvka (probéhlo aspon
n* /2 operaci Insert)
- tabulku zmensime, pokud mame n* /8 prvku (probéhlo aspon
n* /8 operaci Delete)
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Pozn: Aktualni pocet prvku si pamatujeme; pseudovolné mista uvolnime; vy-
tvoreni pseudovolného mista potiebuje (aspon) 2 operace. Prehasovéni davkové

vs. postupné. Jsou i jiné metody dynamizace dat. struktur.

41



Haldy ...
Grafové algoritmy

Reprezentace grafu G = (V, E), kde V' je mnozina vrcholu
a F je mnozina hran

1. Matice sousednosti
A = (a;j) typu [V] x |V
a; =1 pokud (v;,v;) € E
=0 jinak
2. Seznamy sousedu
pole sousedé velikosti V
pro u € V je sousedé[u] hlava seznamu obsahujici vr-
choly v, pro které plati (u,v) € E
- pamet: O(|V] + |E]) = O(max(|V |, |E]))
- lze pouzit pro varianty:
(a) neorientovany graf
(b) (hranove) ohodnoceny graf: cena: E — R
(¢) seznamy sousedu generované dynamicky (Setif pamét)
3. Vypoctem, tj. implicitne zadany graf: jeHrana(G,u,v)
vraci boolean, sousedi (G, v) vraci sousedy (pole/seznam,
i lin¢/iteratorem)

Prohledavani graft
Dvé metody:

e prohleddvani do hloubky (DFS - Depth First Search)
e prohledavani do sitky (BFS - Breadth First Search)
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Prohledavani do hloubky
Vstup: graf G = (V, F), zadany pomoci seznamu sousedu
pomocné datové struktury:

e m(v) ...otec vrcholu v ve stromu prohledavéani

e p(v) ...poradi, v némz jsou vrcholy v € V' navstiveny

e poradi . ..globalni proménna, slouzi k ¢islovani vrcholu
Algoritmus DFS(G)

1 forall u in V do p(u)<-0, pi(u)<-NIL od
pofadi <- O
forall u in V do
if p(u)=0 then Navitiv(u) fi
od

g W N

procedura Navstiv(u)

pofadi++; p(u)<-poradi

forall v in sousedé[u] do
if p(v) = 0 then

10 pi(v) <- u

11 Navitiv(v)

12 fi

13 od.

©O© 00 N O

Casova slozitost: O(m +n),n = |V|,m = | E|
- graf pruchodu do hloubky (DFS-les):
G.=(V,E,), kde
E,={(r(v),v)|lv e VAn(v)# NIL}
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- aplikace DF'S:
komponenty grafu
existence kruznice

Dft: uzavieny vrchol v: vSechny hrany vedouci z v jsme pro-
hledali

- pro nékteré aplikace pottebujeme misto ¢asu otevieni (t;.
poradi) ¢asy uzavieni (nebo obojf).

Klasifikace hran grafu G-

stromova hrana - vede do nového vrcholu

zpétna hrana - vede do uz navstiveného (neuzavieného)
vrcholu

doptfedna hrana (u,v) - pouze v orientovaném grafu
- vede do uzavieného vrcholu v, kde poradi(u) < poradi(v)

P~

pricna hrana - pouze v orientovaném grafu
- vede do uzavieného vrcholu v, kde poradi(u) > poradi(v)

- pozn: (programovani fizené udalostmi:) nékteré algoritmy
Ize popsat tak, ze jednotlivé druhy hran, pripadné udalosti
otevieni a uzavieni vrcholu, maji své vykonné procedury
- genericky alg. a oznaceni vrcholu barvami: ¢erna - uzavieny,
tj. prohledany, sedy - otevreny, tj. prohledavany, bila - neo-
tevieny. Udrzovani invariantu: naslednici ¢ern¢ho jsou sedi.
Pokud projdu vsechny sedé vrcholy (a prebarvim je na ¢erno),
pak prave vsechny dosazitelné vrcholy grafu (ze zvolené sedé
pocatecni mnoziny) jsou ¢erné (a nedosazitelné bilé).

- aplikace: garbage collector, serializace dyn. pameéti
- impl. (pro implicitni grafy): iterativni prohlubovéani
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Prohledavani do sirky
Vstup: graf G = (V, F), zadany pomoci seznamu sousedu a
vrchol s, ve kterém zacina prohledavani
pomocné datové struktury:

e 7(v) ...otec vrcholu v ve stromu prohledavani
e d(v) ...vzdalenost z vrcholu s do v

e [' .. fronta (neuzavienych vrcholi), operace Pridej, Ode-
ber, funkce Prazdna

Algoritmus BFS(G)

1 forall u in V\{s} do d[ul<- +inf, pi(u)<-NIL od
2 d[s]<-0; pils]<-NIL; Pridej(F,s);

3 while not Prazdna(F) do

4  QOdeber(F,u);

5 forall v in sousede(u) do
6 if d(v) = +inf then

7 d(v) <- d(u)+1;

8 pi(v) <- u;

9 Pridej (F,v);

10 fi

11 od

12 od.

Casova slozitost: O(m +n),n = |V|,m = | E|
- strom pruchodu do sitky (BFS-strom):

G7T — (Vm E’/T)

Ve={veV|r(v)# NIL} U {s}

Er = Ur(v),v)lv € Vi \ 15}
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- aplikace: nejkratsi cesta, d(v) je délka nejkratsi cesty z s
do v; rekonstrukee cesty (i jinde): pomoci 7 odzadu

Topologické usporadani

Df: Posloupnost vy, vy ... v, je topologické usporadani vr-
cholii orientovaného grafu G, pokud pro kazdou hranu: (v;, v;) €
E—1<y

T: Grat G lze topologicky usporadat <+ G je acyklicky
(tzv. DAG) <> DFS(G) nenajde zpétnou hranu

- DAG: Directed Acyclic Graph

- pojmy:
e vrchol, poprvé navstiveny algoritmem DFES, se nazyva
otevienym

e otevieny vrchol se stane uzavienym, kdyz je dokonceno
zpracovani seznamu jeho sousedu

Algoritmus Topologické usporadani(G)
1. volej DFS(G) a spocitej casy uzavieni vrcholu
2. if existuje zpétna hrana then
3.  return "G neni acyklicky”;
4. kazdy vrchol, ktery je uzavien, uloz na zacatek spojového
seznamu S
D. return S.
- Casovd slozitost: O(|V| + |E|), v tom:
- prohledavani do hloubky: ©(|V| + |E])
- vkladani vrcholu do vystupniho seznamu S: |V] - O(1)
- (nevhodnd impl: tiidéni hran podle k(u) v ©(nlogn))
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Silné souvislé komponenty (SSK)

Df: Orientovany graf je silné souvisly, pokud pro kazdé dva
vrcholy u, v existuje orientovana cesta z u do v a soucasné z
v do u.

Silné souvisla komponenta grafu je maximalni podgraf, ktery
je silné souvisly.

- pozn: Kazdy vrchol grafu patii do pravé jedné kompo-
nenty a ty tvori rozklad mnoziny vrcholu
- opacny graf GI' = (V, E'), kde E* = {(u,v)|(v,u) € E}
- k(v),v € V: poradi, v jakém jsou vrcholy uzavirany algo-
ritmem DFS

Algoritmus SSK(G)

1. Algoritmem DFS(G) urci casy uzavieni k(v) pro vSechny
veV

2. Vytvor GF

3. Usporadej vrcholy do klesajici posloupnosti podle k(v) a
v tomto pofadf je zpracuj algoritmem DFS(GT)

4. Silné souvislé komponenty grafu G jsou pravée podgra-
fy indukované vrcholovymi mnozinami jednotlivych DFS-
stromu z minulého kroku.

Korektnost SSK

Lemma 1. Necht C, ¢’ jsou dvé rizné silné souvislé kom-
ponenty grafu G. Pokud existuje cesta v G z C do C’, pak
neexistuje cesta z C’ do C.
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Znaceni: Pro U C V(G) polozme p(U) = min{p(u)|u €
U}t a k(U) =mazx{k(u)lu € U}, kde
p(u) je ¢as prvniho navstiveni vrcholu u (otevieni)

k(u) je cas uzavieni u

Lemma 2. Necht C, C’ jsou dvé ruzné silné souvislé kom-
ponenty grafu G. Existuje-li hrana z C' do C’, pak k(C') >
k(C").

Véta: Vrcholové mnoziny DES-stromu vytvorenych algo-
ritmem SSK(G) pii pruchodu do hloubky grafem G' od-
povidaji vrcholovym mnozinam silné souvislych komponent
grafu G.

Dk: Indukei podle poctu projitych stroma.

- 7 jednoho (prvniho navstiveného) vrcholu v komponenty C
projdu celou komponentu v G i v G, k(u) = A k(v)(=
E(C))

- pokud se dostanu hranou mimo komponentu (do vrcholu
v), je v uz uzavieny.

DC: Ukazte, ze pokud ve druhém pruchodu v algoritmu
SSK(G) prochdzime graf G' (misto G*) v poradi rostoucich
casu uzavreni (misto klesajicich), nedostaneme spravné kom-
ponenty.

Slozitost SSK: O(|V| + | E|)

Df: Kondenzace grafu: Méjme orientovany graf G = (V, F)
a necht V7 ...V, jsou mnoziny vrcholu odpovidajici silnym
komponentam grafu G. Orientovany graf C'(G) se nazyva
kondenzace grafu G aje definovan C'(G) = ({V1 ... Vi }, E'),
kde (Vi,V;) € E', pokud existuji vrcholy x € V; ay €V
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takové, ze (x,y) € E.

- Kondenzace C(G) grafu G neobsahuje cyklus a teda je
DAG.

- DC: dalsi aplikace prohledavani DFS (pomoci lowlink:
minimum p(x) koncu dosazitelnych zp.h.): uréeni mostu, ar-
tikulaci, urcéeni reprezentantu SSK, vyroba kondenzace
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Problém nejkratsi cesty
Pouzivame:
- orientovany graf G = (V, F)
- ohodnoceni hranc: £ — R
- cena orientované cesty P, P = vy, v1... v je
c(P) = ié c(vi_1,v;)

- Cena nejkratsi cesty z v do v

d(u,v) = min{c(P)|P je cesta z u do v}

- nejkratsi cesta z u do v je libovolna cesta P z u do v, pro
kterou ¢(P) = é(u,v)

- 0(u, v) = 0o znamena, ze (orientovand) cesta neexistuje
- Zavedeme: co +r =00,00 >r proVr € R

Varianty problému Najit nejkratsi cestu

l.zudowv, wu,veV pevné

2.zudox, prokazdé x € V. u pevné

3.zxdoy, prokazdéx,yeV
Pomocna operace UvolnéniHrany(u,v)

if d(v) > d(u) + c(u,v)
then d(v) <- d(u)+ c(u,v)
pi(v) <-u
fi.
Rekonstrukee cesty: (opét) pomoci predchudct 7
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Dijkstriv algoritmus (1959) pro cesty z jednoho vr-
cholu do vsech (nebo jednoho konkrétniho)

Vstup:

G = (V,E) orientovany graf

c: E— Ry nezdporné ohodnoceni hran
s €V pocatecni vrchol

Vystup:

d(v),m(v) pro Vv € V, tz. d(v) = (s, v)

7(v) je predchudce vrcholu v na (néjaké) nejkratsi cesté z s
do v

Algoritmus

01 forall v in V(G) do
02 d(v) <- infty % inicializace
03 pi(v) <= NIL od

04 d(s) <- 0
05 D <- empty
06 N <=V

07 while N <> empty do

08 u <- 0deberMin(N)

09 D <- D union {u}

10  forall v in Sousede[u] & v in N do
11 UvolnéniHrany (u,v)

12 od

13 od.

Korektnost Dijkstrova alg.
Lemma 1. Optimalni podstruktura
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Je-1i vy ... v, nejkratsi cesta z vy do vg, potom v;...v; je
nejkratsi cesta z v; do v; pro Ve, j,1 <1< j <k

Lemma 2. Trojuhelnikova nerovnost
d(s,v) < d(s,u) + c(u,v) pro kazdou hranu (u, v)

- po provedeni inicializace je ohodnoceni vrcholu ménéno
jen prostrednictvim UvolnéniHrany

Lemma 3. Horni mez
d(v) > d(s,v) pro kazdy vrchol v a po dosazeni hodnoty
d(s,v) se d(v) uz nemeéni

Lemma 4. Uvolnéni cesty
Je-li vg...v; nejkratsi cesta z s = vy do vi, potom po
uvolnéni hran v poradi (vg, v1), (v, va) . . . (Vg_1, Vk) je d(v)
d(s,v)

Véta. Pokud Dijkstruv algoritmus provedeme na oriento-
vaném ohodnoceném grafu s nezapornym ohodnocenim hran,
s pocatecnim vrcholem s, pak po ukonceni algoritmu plati
d(u) = d(s,u) pro vsechny vrcholy u € V

Idea: d(y) = d(s,y) pro vrchol vkladany do D

ad Optimalni podstrukt. (Bellmanuv princip optimality):
- (plati a) vyuziva se v hladovych alg. a dynamickém progr.
- staci si pamatovat optimalni hodnotu (neoptimalni hodno-
ty a podstruktury se v reseni nevyskytuji)
- optimalni teseni lze zrekonstruovat (! odzadu; pomoci rov-
nosti cen)

Pro analyzu slozitosti potrebujeme haldy:

Haldy
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Datova struktura pro implementaci ADT prioritni fronta
(ADT: Abstraktni Datovy Typ)
- zakladni operace pro prioritni frontu:

e Vytvor() vytvoil prazdnou mnozinu, tj. reprezentaci

e Pridej(M,x) prida x do mnoziny M

e Min(M)  vrati ukazatel na prvek v M s minimalnim
klicem

e OdeberMin(M)  vrati ukazatel jako Min(M) a navic
tento prvek odebere z M

- znama implementace: binarni halda (v heapsortu)
- reprezentace v poli: vrchol ¢ ma syny na adrese 2z a 21 + 1
- reprezentace v binarnim stromeé: vrchol ma mensi kli¢ nez
(obé) deéti

Obrazek.

Dalsi operace pro haldu:

e SnizeniKlice(M ,x,k)  snizi hodnotu klice prvku o v M
na k

e Vymaz(M x) odstrani prvek x z M

e Sjednoceni(M1,M2) vytvori novou haldu pro mnozinu
M1U M?2

- implementace operaci (v binarni haldé kromé Sjedno-
ceni): probublavanim zdola/shora (!pti "shora” vyménuju pr-
vek za mensi z déti, pouziva se pouze v binarni haldé (jinak
sloz. w(logn))
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- slozitost operaci v binarni haldé odpovida hloubce O(logn)
(mame konstantni (tj. shora omezeny) pocet déti)

- postupna vyroba haldy ("stac¢i”v heapsortu): ©(nlogn),
protoze pridavame n /2 prvka do hloubky O(logn)

- 1épe: "davkova” vyroba haldy z n prvka: v O(n). (Odpovida
prvni fazi heapsortu.) Piiklad vyhodnosti liné implementace
datové struktury. Idea: buduju malé haldy zdola.

- (davkové zruseni haldy v O(n) bez udrzovani invariantu,
resp. prenecham garbage collectoru, napt. v min. kostre)

- DC: Dokazte, ze celkovy pocet operaci je O(n), teda pocet
operaci na 1 prvek je O(1) (amortizovana slozitost). Pocet
operacf je < s i - 211

- DC: udrzovani vyvazeného tvaru (binarni) pointrové haldy

- zafadim na spravné misto (ruzné impl.), pak vybublam

- metapozn: Dobra implementace/optimalizace funguje, i kdyz
ji neumime dokazat (vubec nebo tesné). (Porovnani vyko-

nanych operaci - jsou v jiném poradi, méfeni)

(Binomialni stromy, binomialni haldy ...)
- Binomialni stromy: By je jeden vrchol, B}, se sklada ze dvou
stromu Bj_1, strom s vétsim korenem privéseny pod mensi.
Cislo k nazyvame tad By.
- vlastnosti: By, mé pravé 28 vrchol, pocet syni (sfika) je
maximalné k = log|By|, hloubka je max. k. Odebranim
kotene (tj. OdeberMin) vzniknou binomialni stromy By... By_1
(v tomto poradi).
- probublavame pouze smérem nahoru: SnizeniKlice (Decre-
aseKey), Vymaz (Delete), cas O(logn)
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- Binomiélni halda: binomiélni stromy v seznamu (nebo po-
li), kazdy tad nejvys jednou - dovoluje lib. pocet prvka v
haldé

- operace Sjednoceni: spojuji stromy stejn¢ho radu v poradi
od nejmenstho, ¢as O(logn), lze implementovat liné

- operace Pridej, OdeberMin se prevedou na Sjednoceni
(Fibonacciho halda, idey)

- v DecreaseKey odebiram vrchol (s podstromy) v O(1), pro-
toze mam nového kandidata na minimum, tj. neprobublavam
- 7z postromu nedovoluju odebrat prilis mnoho vrcholu (vhodnym
rychlym pocitanim), pripadné snizuju tad, tim zarucuju ex-
ponencialni pocet vrcholu vzhledem k radu stromu

- pii budovani spojuju stromy stejn¢ho radu a zvysuju rad
(jako v binomialnich h.)

- Dijkstruv alg.: casova slozitost: n = |V|,m = |F|
operace:
OdeberMin se vykonava n-krat
SnizeniKlice (v ramci UvolnéniHrany) se vykonava m-krat
— T'(Dijkstra) = n.T'(OdeberMin) + m.T'(Snizeni Klice)
T(OdeberMin) T(SnizeniKlice) T(Dijkstra)

pole O(n) O(1) O(n?)

binarni halda O(logn) O(logn) O(m.logn)

(a binomialni)

Fibonacciho  O(logn) O(1) O(nlogn + m)

halda (amortizovana) (amortizovand)
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Bellman-Forduv algoritmus
Pocita nejkratsi cesty z jednoho vrcholu v libovolné ohod-
noceném grafu
Vstup: Orientovany graf G = (V, F)
ohodnoceni c: © — R
pocatecni vrchol s € V

Vystup:
"NE” pokud G obsahuje zaporny cyklus dosazitelny z s
"ANO”, d(v), m(v) pro kazdé v € V jinak

Algoritmus:

Inicializace(G,s)
for i <- 1 to |V|-1 do Ypevny pocet cykli
forall (u,v) in E do
Uvolné&niHrany(u,v)
od
od
forall (u,v) in E do ¥ zavérecnd kontrola
if d[v] > d[u] + c(u,v) then return "NE"
od
return "ANQ" % neni zdp. cyklus

O© 00 N O O W DN+

—
O

- pro¢ vadi (dosazitelné) zaporné cykly, minimalni cesta vs.
minimalni sled
- minimalni vs. maximalni cesta, pro nejdelsi cesty neplati
Bellmantuv princip optimality (!pfi reprezentaci ”z u do v” bez
mezilehlych vrcholu)

- casova slozitost: O(|V||F|)
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Lemma. Pro graf G = (V, E) s poc¢atecnim vrcholem s a
cenou ¢ : B — R, ve kterém neni zaporny cyklus dosazitelny
7 s, skondi alg. Bellman-Ford tak, ze plati d(v) = d(s,v) pro
vSechny vrcholy v dosazitelné z s.

Idea dk: Indukei podle poctu vnéjsich cyklu. Po i-tém cyklu
jsou minimalni cesty délky ¢ spravné spocitany:.

- pokud je v grafu zaporny cyklus, neplati trojihelnikova
nerovnost pro cesty

- impl.: znovuotevirani vrcholu pii zméné hodnoty, (genericky
alg. se strategii), expanze pouze otevienych vrcholu

Floyd-Warshalluv algoritmus
Rest verzi 3), nalézt §(u, v) pro kazdé u,v € V
[nvariant: 0 (¢, 7) je délka nejkratsi cesty z ¢ do j, jejiz vsechny
vnitini vrcholy jsou v mnoziné {1,2...k} (pro lib. pevné
ocislovani vrcholu)

0x(,7) =c(i,j) pro k =0 (pouze piimé hrany)

= min{dk_l(i,j), 5k_1<i, k) + 5k—1(k7]>} pro k > 0

- Dokazujeme: 1) na zac¢atku invariant plati, 2) po zméné
k invariant plati, 3) na konci invariant plati a (!)zahrnuje
vSechny cesty.

- IPast: k neodpovida poctu hran budované cesty a indukce
nejde podle poctu hran. (Tento ”primocary”alg. ma horsi
slozitost a bude za chvili)

Vstup:
orientovany graf G = (V, F)
nezaporné ohodnoceni hran ¢ : £ — R§ (v matici)

Vystup:
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matice D, m, kde D[i,j| = 6(i,7) a wli, j] je predchudce
vrcholu 7 na nejkratsi cesté z ¢ do
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Algoritmus:

1 for i <- 1 to n do

2 for j <- 1 ton do

3 pili,j] <- NIL

4 if i=j then D[i,j] <- 0 % "smycky"

5 else if not (i,j) in E

6 then D[i,j] <- infty % hr. neexistuje
7 else D[i,j] <- c(i,j) % c. jednohranova
8 pili,j] <= i % posledni vrchol

9 fi f1i

10 od od

—
—

for k <- 1 to n do % pIes mezilehlé v.

12  for i <- 1 to n do % pIes matici

13 for j <- 1 to n do

14 if D[i,k] + D[k,j] < D[i,j] then

15 D[i,j] <- D[i,k] + D[k,jl Y% opt.

16 pili,jl] <- pilk,jl] % a odp. vrchol
17 fi

18 od od od.

- casovd slozitost: O(n?), pamétovd O(n?)
- implementacné: jedna matice D (misto dvou) pro vsechny
0; kazda hodnota v D ma dosvédcujici cestu
- adaptace pti obecném (tj. i zdporném) ohodnoceni: doda-
tecny zaverecny test jako v alg. Bellman-Ford pro detekci
zapornych cyklu
- zaporné cykly se projevi jako zaporné cislo na diagonale
- kompaktni reprezentace predchudet v matici v O(n?) setii

29



pamét (naivné: pamet O(n?))

- F-W. alg. je alg. dynamického programovani, pocita se ite-
rativné zdola a mezivysledky se prepisuji

- (AG: prevod koneéného automatu na regularni vyraz: pra-
cuje s konecnou reprezentaci nekonecné mnoha posloupnosti
(sledt1) - nelze postupovat indukei ”podle délky”)

Algoritmy ,,nasobeni matic* (pro vsechny cesty, v.3)
- postupujeme indukci podle poctu hran na nejkratsi ceste
Definujme dfj = minimalni cena cesty z 72 do 7 s nejvyse k
hranami
dk —
k=1:dj; =c(i,j) pokud hrana (i, ) existuje
dzlj =00 jinak
ind. krok k — 1 = k: df; = min(df!, minj <, {dj; " +
c(l,5)}) = miny < {diy " + (1, §)}  protoze ¢(4, ) = 0
Hodnoty dj; jsou v matici D™ hodnoty c(4, §) v matici C
(vstupni). Poéatecni (nebo koncové :-) podminka DM = C.
Potom D"+ = D) & €' kde pro maticové nésobeni &
pouzivame skalarni soué¢in, v némz je:
- nasobeni nahrazeno sc¢itanim  a
- séitani nahrazeno minimem
Pokud v GG nejsou zaporné cykly, potom je kazda nejkratsi
cesta jednoducha (tj. bez cyklu),
— kazda nejkratsi cesta ma nejvyse n — 1 hran
— D =D = pitl) = =D
Pomala verze algoritmu: n — 2 maticovych nasobeni ®
matic radu n
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— slozitost (n — 2).0(n?) = O(n?)

Rychla verze algoritmu: vyuzijeme asociativitu operace &
a pocitame pouze mocniny
— [logy(n—2)] nasobeni matic, celkovd slozitost ©(n?logn)

Pozn: Pro ® nelze pouzit "rychlé”nasobeni matic (Stras-
sentiv alg. v o(n?))

Algoritmy lze adaptovat na tranzitivni uzavér grafu.

Pro G = (V,E) je G* = (V, E*) tranzitivni uzdver G,
kde E* = {(i, j)| existuje cesta z i do j v G'}.

Konstruovana matice dosazitelnosti obsahuje boolovské hod-
noty (anebo 0/1) a pouzivaji se boolovské operace (anebo
obvykly skalarni soucin).

Impl. triky: poéitame s ¢isly modulo n+1, po fazich prevadime
na 0/1, lze pouzit Strassenuv alg.

Algoritmy pro vsechny cesty lze ziskat n-nasobnym spusténim
algoritmu (pro kazdy vrchol) pro nejkratsi cesty z 1 zdroje
(Dijkstra, kriticka cesta v DAG)

Extremalni cesty v acyklickém grafu
- 7 jednoho vrcholu do ostatnich, verze 2)

- nejkratsi cesta v DAG je vzdy dobre definovana, protoze i
kdyz se vyskytuji zaporné hrany, neexistuji zaporné cykly
- Idea: vyuzijeme topologické usporadani vrcholu
Nejkratsi cesta v acyklickém grafu:
Vstup:
acyklicky orientovany graf G = (V, F)
c: E— R ohodnoceni hran
s €V pocatecni vrchol
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Vystup
d(v),m(v) pro vsechnav € V
kde d(v) = d(s,v)
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Algoritmus
1. Topologicky usporadat vrcholy G
2. Inicializace(G,s)
3. for kazdy vrchol u v poradi topologického usporadani

4. do forall v €sousedé[u] do
5. UvolnéniHrany (u,v)
6. od od.

- Casovd slozitost: O(|V'| + | E|), protoze:
- topologické usporadéni: O(|V | + | E|)
- zpracovani |V| vrcholu, v cyklu: kazdy jednou v O(1)
- zpracovani |F| hran ve vnitinim cyklu: kazda jednou, pii
zpracovani poc¢. vrcholu hrany; vlastni zpracovani hrany v
O(1) pti reprezentaci v poli

- vztah k dynamickému programovani: na hledani nejkratsi
(obecné nejoptimalnéjsi) cesty se lze v pripadé DAGu divat
jako na algoritmus dynamického programovani: pokud mam
optimalni cesty pro vsSechny predchudce, dokazu urcit op-
timalni cestu do aktualniho vrcholu. Graf muze byt zadan im-
plicitné a lze pouzit obecné optimalizace a varianty algoritmu
pro dynamické programovani (rekurze s tabelaci, prevod re-
kurze na iteraci, prubézné zahazovani mezivysledk).

- v informatice: DAG muze slouzit pro popis ridici struktu-
ry acyklickych vypoctu (napr. v dynamickém programovant,
pii transformaci dat, ...) nebo zavislostni struktury (tj. navaznosti)
dat (napt. podle ¢asu, pricinnd souvislost)

Aplikace: PERT - Kriticka cesta

Problém: Je dana mnozina wloh a délka kazdé z nich. Nékteré
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dvojice tloh mohou na sobé zaviset, tzn. jedna uloha musi
skoncit diiv, nez druha zacne. Cilem je zjistit nejkratsi cas,
ve kterém mohou vsechny tlohy skoncit.

- reprezentace: Hrany grafu odpovidaji ulohdam, ohodno-
ceni hran odpovidéd casu trvani (vykonavani) ulohy. Pokud
hrana (u, v) vstupuje do vrcholu v a hrana (v, x) vystupuje
z v, musi byt tloha (u, v) ukoncena pred vykonavanim tlohy
(v, ). Graf je DAG.

- cesta reprezentuje ulohy, které se musi vykonat v urcitém
poradi.

- Kritickd cesta je nejdelsi cesta v grafu. Odpovida nejdelsimu
¢asu pro vykonavani usporadané posloupnosti tiloh. Cena kri-
tické cesty je dolni odhad pro celkovy ¢as dokonceni vsech
uloh.

Algoritmus nalezeni kritické cesty, dvé moznosti.

1. opacné ceny hran a hledani nejkratsi cesty

)

2. hledani nejdelsi cesty v DAG (zména "oo’na ”—o0”v
inicializaci a ”<"na ”>"v UvolnéniHrany)

- pro¢ je hledani nejdelsi cesty v DAG mozné efektivne?:
plati princip optimality: libovolna ¢ast nejdelsi cesty je opét
nejdelsi mezi prislusnymi vrcholy.

- impl: hrany s nulovou cenou pro zavislosti (obréazek)

- DC: prirozenéjsi reprezentace: ulohy jsou vrcholy s ohod-
nocenim, hrany odpovidaji zavislostem: hrana (u,v) zna-
mena, ze ¢innost ve vrcholu u se vykonava pred ¢innosti v.

- pozn: Cinnosti na (néjaké) kritické cesté musi byt vy-
konany vcas, jejich zpozdéni se projevi celkovym zpozdénim
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konce. Cinnosti mimo kritickou cestu majf rezervu, resp. ¢as
(nejdrivéjstho) mozného zacatku a (nejpozdéjstho) nutného
konce. Rezerva je rozdil téchto casu zmenseny o trvani ¢innosti.
Tyto ¢asy lze spocitat pomoci pruchodu DAG zepredu, resp.
zezadu grafu (pro vic pocatecnich, resp. koncovych vrcholu)

Aplikace: Viterbiho dekodovani, zjednoduseno

Hledani cesty v DAG (ze Z do ), ktera nejpravdépodobnéji
vygeneruje danou posloupnost pismen P (nad abecedou ¥2).
Pro zjednoduseni, graf je vrstveny, tj. vrcholy lze priradit do
vrstev a hrany vedou pouze mezi sousednimi vrstvami. Hra-
ny jsou ohodnoceny pravdépodobnosti prechodu mezi vrcho-
ly, vrcholy (kromé Z a S) maji pravdépodobnosti vypsani
pro jednotliva pismena ze >. V jednom vrcholu se vypisuje
jedno pismeno a pak se pokracuje hranou dal. Pro zjedno-
duseni, pravdépodobnosti jsou nenulové a indukované grafy
mezi vrstvami uplné (a teda cesta vzdy existuje).

Cilem (algoritmu) je najit takovou cestu ze Z do S, prii
které se vypise P s nejvetsi moznou pravdépodobnosti.

(Varianty a zobecnéni, aplikace, pocitani s log a podtecent,
notace argmax ...)

Aplikace Viterbiho dekédovani: Prevod reci na text, stro-
jovy preklad, hledani podobnych gent, ... (Hledéni nejpravdépodobnéjsi
posloupnosti (skrytych) udélosti, kterd zptsobi urcitou po-
sloupnost pozorovani ve znamém (tj. natrénovaném) HMM

— Hidden Markov Model)
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Minimalni kostra grafu
- Vstup: souvisly graf G = (V, E) s hranovym ohodno-
cenim w : £ — R
- kostra: podgraf T splnujici V(T') = V| ktery je stromem
- minimaln{ kostra: minimalizuje w(T') = e w(e) me-
zi vSsemi kostrami
- prvni alg.: Otakar Bortivka 1926 (pro ruzné ceny hran)
Algoritmus: Kruskal 1956
1. usporadej hrany z E tak, aby w(e;) < w(ey) < ... <
w(en)
2. E(T) «+ 0;i+ 1
3. while E(T) < |V|—1do
4. if E(T)U{e;} neobsahuje kruznici
5 then pridej ¢; do E(T) fi
6 i++
7 od
- casova slozitost: (n = |V|,m = |E|)
- ttidéni hran v O(mlogm) (= O(mlogn))
- zpracovani hrany pti vhodné reprezentaci O(logm) , po-
moci Union-Find struktury, ktera reprezentuje faktorovou
mnozinu komponent
Datova struktura Union-Find: Ke kazdé komponenté si pa-
matujeme reprezentanta (vrchol) — pro vSechny vrcholy kom-
ponenty vracime ten samy
implementace, dvé moznosti:
1. v poli velikosti |V|: kazdy vrchol ukazuje pfimo na repre-
zentanta.
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Najdi(u) v O(1), O(m)-krat

Sjednoceni(u,v) v O(n), O(n)-krat

celkem: O(n?)

2. pomoci pointru (v pointrové strukture nebo poli): Repre-
zentanti jsou koreny stromt, pointer vede smérem ke koTeni.
Operace: Sjednoceni(u,v): pii pridavani hrany spojujeme kom-
ponenty, vykonava se n — 1-krédt, zména d.s. v O(1)
implementace:

r, <— najdi(u)

r, <- najdi(v)

reprezentant(r, ) <- r, (1)

operace Najdi(u): projde vrcholy od uw nahoru
- pii testovan{ hrany zjistujeme, zda reprezentanti koncovych
vrcholt hrany jsou stejni (pokud ano, konce jsou ve stejné
komponenté a hrana by tvorila cyklus)

- pocet volani: 2x pro kazdou testovanou hranu, tj. O(m)

- slozitost operace: rovna hloubce stromu reprezentantu

- pokud v (1) pripojujeme mensi komponentu k vétsi, do-
staneme hloubku O(log k), kde k (< n) je velikost kompo-
menty; siroky strom nevadi
— celkova slozitost O(m logn)

- (impl. trik: Nepamatujeme si konkrétni velikost kompo-
nent, ale pouze rank r: odpovida (puvodni nejvétsi) hloub-
ce stromu a zarucuje aspon 2" vrcholu, rank zvysime o 1,
pokud spojujeme komponenty stejného ranku, jinak mensi
privesime k vétsi. Poradi spojovani si nevybirame, ale smeér
pointru lze zvolit.)
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- (impl: Zkracovani cest (pti Najdi, nékolik variant). Vede
na ”skoro linedrni” algoritmus O(m - f(n)), kde f(n) je velmi
pomalu rostouci funkce.)

Korektnost. Idea vybirani hran: Postupné pridavame hra-
ny do mnoziny F(T) tak, ze E(T) je v kazdém okamziku
podmnozinou néjaké minimalni kostry:.

Df: Rozklad mnoziny vrcholu na dveé éasti (S, V \ 9) se
nazyva fez. Hrana (u,v) € E krizi tez (S,V \ S), pokud
{u,v} N S| = 1. Rez respektuje mnozinu hran A, pokud
zadna hrana z A nekiizi dany rez. Hrana kiizici fez se nazyva
lehkd hrana (pro dany tez), pokud jeji vaha je nejmensi ze
vSech hran krizicich rez.

Df: Nech je mnozina hran A podmnozinou néjaké minimalni
kostry . Hrana e € E se nazyva bezpecnd pro A, pokud také
AU {e} je podmnozinou néjaké minimalni kostry.

Véta: Nech G = (V, F) je souvisly neorientovany graf s
vahovou funkei w : E — R, nech A C FE je podmnozinou
néjaké minimalni kostry a nech (S, V' \ S) je libovolny ez,
ktery respektuje A. Potom pokud je hrana (u,v) € E lehka
pro tez (S, V \ S), tak je bezpecnd pro A.

Dk: Nech T je min. kostra, ktera obsahuje A a neobsahuje
lehkou (u,v). Zkonstruujme min. kostru 7", kterd obsahuje
AU{(u,v)}.

Hrana (u,v) v T uzavira cyklus. Vrcholy u a v jsou v
opacnych stranach tezu (S, V' \ S), proto aspon jedna hrana
v T kiizi tez, oznacme ji (x,y). Plati (z,y) € A, protoze
tez respektuje A. Odstranéni (x,y) z T kostru rozdeéli na
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dvé komponenty a pridani (u, v) ji opét spoji a vytvori T =
T\ {(z,y)} Ui(u,v)}.

Protoze (u,v) je lehka pro (S,V \ S) a (z,y) kiizi ten-
to tez, plati w(u,v) < w(z,y), proto w(T") = w(T) —
w(z,y) + wu,v) < w(T), odkud T” je min. kostra. Pro-
toze AU {(u,v)} C T’ je (u,v) bezpetna pro A.

Dusl: Nech G = (V, E) je souvisly orientovany graf s
vahovou funkel w : E — R, nech A C FE je podmnozinou
néjaké minimalni kostry a nech C' je souvislda komponenta
(strom) podgrafu zadaného mnozinou A. Pokud je (u,v) €
FE hrana s minimalni vahou spojujici C' s jinymi komponenta-
mi grafu G 4 zadaného mnozinou A, potom (u, v) je bezpecna
pro A.

Dk: Rez (C,V \ C) respektuje A a (u,v) je lehkd hrana
pro tento rez.

- pokud jsou ceny hran ruzné, je jedna minimalni kostra.
Algoritmus: Jarnik 1930, Prim 1959

1 Q <= V(&)

2 forall u in Q

3 do key[u] <- infty

4 keyl[r] <- 0

5 pilr] <- NIL

6 while Q <> O

7 do u <- OdeberMin(Q)

38 forall v in sousede(u)

9 do if v in Q & w(u,v)<keyl[v]

10 then pilv] <- u
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11 key[v] <- w(u,v) // (A)
12 fi
13 od od.

- casova slozitost: n = |V|, m = | E|
O(mlogn) pro binarni haldu
postaveni haldy  O(n), nebo postupné v O(nlogn)
OdeberMin  n.O(logn)
SnizeniKlice (A)  m.O(logn)

zlepseni: Fibonacciho haldy
SnizeniKlice (A)  m.O(1) amortizovane
celkem: O(m + nlogn)

reprezentace v poli: O(n?)
OdeberMin  n.6O(n)
SnizeniKlice (A) m.O(1)

- Hledani minimalni kostry je priklad hladového algoritmu.
- hladovy alg.: lokélné optimélni rozhodnuti (zde volba bez-
pecné hrany) vede ke globalnimu optimu
- obecnéjsi metoda nez hladovy alg. je dynamické progra-
movani (plati v ném princip optimality: optimaln{ feseni se
skladd pouze z optimalnich podieseni)
- tato vlastnost neplati pro problémy obecné, specialné NP-
tézké problémy (v ADS2): feseni prohledavanim vsech moznosti,
typicky backtrakingem
- (feseni pomoci backtrackingu, pro srovnani: najdeme (re-
kurzivné) optimalni feseni se zvolenou hranou a bez ni a z
téchto dvou teseni vybereme lepsi)
- jiné priklady hlad. alg.: stavba stromu pro Huffmanovo
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kédovani, rozvrhnuti max. poc¢tu tloh na 1 stroj, problém
batohu pri délitelnych predmétech ...

- v problému nejdelsi cesty (nebo batohu, tj. souctu podm-
noziny) lze pouzit dynamické programovani, ale na exponen-
cialné (tj. nepolynomialné) vétsim prostoru stavu

- teorie pro hladové algoritmy: (vazené) matroidy
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Metoda Rozdél a panuj (Divide et impera)

- metoda pro navrh (rekurzivnich) algoritmu
e Malé (nedélitelné) zadani vytesime piimo, jinak

e Ulohu rozdélime na nékolik poduloh stejného typu, ale
mensiho rozsahu  (*)

e Vyfesime podulohy, rekuzivné

e Sloucime ziskand reseni na reseni puvodni ulohy

priklady:
- mergesort, binarni vyhledavani v utridéném poli
- (*) nékdy je potieba ptuvodni tlohu zobecnit: hledani me-
dianu na hledani k-tého z n prvka (cv.)

Analyza slozitosti

T(n) Caszpracovani tlohy velikosti n, pron < ¢ piedpokladame
T(n)=06(1)

D(n) ¢as na rozdéleni ulohy velikosti n na a podiuloh
(stejné) velikosti n/c plus cas na slouceni feseni podiiloh

— rekurentni rovnice

T(n)=aT(n/c)+ D(n) pron >c

T(n)=0(1) pron<c
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priklad: mergesort

procedure ms(all..n]) % mergesort

(al[1l..n/2],a2[1..n/2]) :=rozdel(all. .n]);

return(merge(ms(all[l..n/2]),
ms(a2[1..n/2]) )).

- rekurze: dvé (a = 2) podulohy poloviéni (¢ = 2) velikosti

- délent: sudé-licha — O(n), prvni/druha polovina (v poli)
— O(1)

- slouceni (merge): O(n), celkem D(n) = O(n), tj. d =1

Vychazi rovnice: T'(n) = 2.7(n/2) + O(n)

Pozn.: "Malé&” podproblémy resime algoritmem s malou rézii
(napf. v Quicksortu zatiid ovdnim). Tato zména neovlivni
asymptotickou casovou slozitost.

Metody reseni

1. substitucni metoda

2. Master Theorem (pomoci "kucharky”)

Master Theorem taky ukazuje, ktera cast reseni je "kri-
ticka”

Pouzivame zjednoduseni

e predpoklad T'(n) = O(1) pro mala n nepiseme do rovnice

e zanedbavame celociselnost, piseme pouze n/2 misto |n /2|
a [n/2]

e feseni nas zajimaji pouze asymptoticky — pouzivame
asymptotickou notaci uz v zapisu rekurentni rovnice
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Substituéni metoda

- uhadneme asymptoticky spravné reseni

- dokdzeme, typicky indukei, spravnost odhadu (zv14st pro
dolni a horni odhad)

- - léasta chyba: odhady v indukei musi vyjit se stejnou
asymptotickou konstantou jako v ind. predpokladu :-) , nestaci
asymptoticky odhad s jinou konstantou. (Tak lze chybné in-
dukei ”dokazat’n* € O(n) s vyuzitim (n+1)? = n*+2n+1.)

- priklad: mergesort

Pro T'(n) = 2.7 (n/2)+b.n uhadneme T'(n) = O(nlogn).
Pro zjednoduseni predpokladejme, ze funkce T'(n) je nekle-
sajici.

Dokéazeme indukei horni odhad T'(n) = O(nlogn) (pro
n > ng). Chceme teda pro vhodnou konstantu ¢ ukazat, ze
T(n) < cenlogn, volme ¢ > b a tak, aby platili okrajové
podminky pro indukci (tj. T'(n) < enlogn pro ng/2 < n <
ng). Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro & = n/2. Potom
plati

T(n)=2T(n/2)+ bn (rekurzivni vztah)
< 2¢(n/2)log(n/2) + bn (substituce)
= cn(logn —log2) 4+ bn (kraceni 2, log)
= cn(logn — 1) + bn (log)
= cnlogn — cn + bn (distributivita)
< cnlogn (volba ¢), QED

Dolni odhad analogicky.
Ve vyse uvedeném priklade byla narocnost ”rekurze”a " rezie” vyrovnar
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Pro rezii O(n®) je vhodny odhad O(n®logn).
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- priklad: rychlé nasobeni dlouhych ¢isel

Pro T'(n) = 3.T(n/2) + b.n uhddneme T'(n
Pro zjednoduseni predpokladejme, ze funkce
sajici.

Dokézeme indukei horni odhad T'(n) = O(n'°82%) (pro
n > ng). Cheeme teda pro vhodné konstanty ¢, d ukazat, ze
T'(n) < cn'*®23 —dn (trik volby), volme ¢ > d a tak, aby pla-
tili okrajové podminky pro indukei (tj. T'(n) < cn'*%23 — dn
pro ng/2 < n < ng). Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro
k = n/2. Hleddme vhodné d a ¢ v zavislosti na b (misto uhadnuti

) = k),
T(n) je nekle-

v minulém prikladé). Plati

T(n)=3T(n/2)+ bn (rekurzivni vztah)
< 3c(n/2)1823 — 3d(n/2) + bn (substituce, ind. predp.)
= 3cn'o%23,(1/2)0823 — (3/2)dn + bn (aritmetika)
= cn'o823 4+ n(—(3/2)d + b) (log, vykraceni, upr.)
? <?cnlo#23 — dn zbyva dokazat

Staci ukazat —(3/2)d + b < —d, protoze n je kladné.
—(3/2)d+b < —d hypotéza
b<—d+(3/2)d =1/2d prevedeni d, tprava
20 < d osamostatnéni d
(Upravy byly ekvivalentni, vyjadreni d smérem dolu, dukaz
(pro zvolené d) smérem nahoru)
Pro tuto volbu d > 2b (a nésledné volbu ¢) plati posledni
nerovnost vyse, QED.

Trikova volba cn® — dn umozni dokazat tesnéjsi odhad
(T'(n) € O(n'°%23) misto T'(n) € O(n'*%237)), protoze prvni
¢len vyjde z rekurze presné a druhy ¢len je rezerva, do kterého
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se "schova’rezie.

V tomto pripadé rekurze (tj. # koncovych pripadu) je do-
minantni, proto vhodna volba odhadu je T'(n) € O(n®).

Trteti pripad je, pokud je dominantni rezie. Potom je odhad
celkové slozitosti roven slozitosti rezie.

pi: hledani medianu: T'(n) = T'(n/5)+T(7n/10)+0O(n) —
T(n) = O(n) substituéni metodou

ProT(n) =T (n/5)+T(7n/10)+O(n) uhadneme T'(n) =
©(n). Pro zjednoduseni predpokladejme, ze funkce T'(n) je
neklesajici.

Dokéazeme indukei horni odhad T'(n) = O(n) (pro n >
ng). Cheeme teda pro vhodnou konstantu ¢ ukézat, ze T'(n) <
cn. Zvolime ¢ > ¢, kde ¢ je vhodna konstanta, pro kte-
rou plati okrajové podminky pro indukci (tj. T'(n) < cn
pro n < ng). Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro k < n.
Hledame vhodné ¢ v zavislosti na b. Plati

T(n)=T(n/5)+T(Tn/10) + bn (rekurzivni vztah)
< c(n/5) + ¢("n/10) + bn (substituce, ind. predp.)
= (9/10)cn + bn (aritmetika)

? <7cn zbyva dokazat

Staci ukazat 9/10c + b < ¢, protoze n je kladné.

9/10c+b<c hypotéza
b<c—9/10c =1/10c prevedeni ¢, uprava
106 < ¢ osamostatnéni ¢
(Upravy byly ekvivalentni, vyjadteni ¢ smérem dolu, dukaz
(pro zvolené ¢) smérem nahoru)

Pro volbu ¢ > max(10b, ¢’) plati posledni nerovnost v

7



hlavnim dukazu vyse, QED.

(Hledani k-tého prvku a medidnu)
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Master theorem

Necha > 1,¢ > 1,d > 0 jsou realna c¢islaanech T': N —
N je neklesajici funkce takova, ze pro viechna n ve tvaru c¥,
pro k € N, plati

T(n)=aT(n/c)+ F(n)

kde pro funkci F : N — N plati F(n) = O(n?). Ozna¢me
x = log.a. Potom

a) je-li a < c?, tj. z < d, potom T'(n) = O(n?)

b) jeli a = %, tj. = d, potom T'(n) = O(nlog, n) =
O(n"log, n)

c) je-li @ > ¢, tj. & > d, potom T'(n) = O(n")

4 ). f
'| fo 7" f\if,jL/SR&

' M| - Hﬂf#‘"f}
F:(é? -1'._’)‘-' 7,{“ - ]"-”*‘-“ ﬂ‘("m
‘L e) .. oW g -~ 6) O 2]
—— | ;_v,._ g fﬂ',“’c‘j

Obrézek 21: Rekurzivni rozdélovani

Dk. Protoze F(n) = O(n?), existuji ng a e takovd, ze pro
kazdé n > ng plati F(n) < e - n?. Zvolme m, tZ. ¢™ > ny,
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pak pro kazdé k > m plati F(c*) < e- (cF)? (tj. plati uz bez
vyjimek).

Zvolme b = max{T(c™),e - (c™)*},

potom pro k > 0 an =™ = ™. F plati

T(n)<a-T(njc)+b- (")

m-+k

Indukci dle £ ukazeme, ze pron = c¢ plati

T(n)<b- (a, + (a/c))

Pro k = 0 tvrzeni plati.

Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro k, dokazme pro n =
m-l—k:—i—l.

T(n) <a-T(c™™*)+b- (ckﬂ)d 7 TOzZpisu
<ab(a"+ sl (a/e?)) + b (FH) subst. z 1.p.

= b (@ 4 (F) ) (a/e!) s <a/c ) +1)
(s

= b(a" + (FHN (= y(a/ch)), tim je ind. krok do-
koncen.

Oznacme s; soucet prvnich k clenu geometrické posloup-
nosti {(a/c?),i=0,1,...}, t].

(a/ch)¥ —1

a/ct—1

C

(
)

Sk —

Rozbor pripadu:

a) a < c: geometrickd fada s kvocientem a/c? konverguje a
d
= konst.

pro libovolné k plati s < s =
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Odtud (po tpravach) T(n) < T(c™™*) < b - (a* +
M) < b- (% + cflsy) < konst - * = O(nY)
Neformalné: Dominujici ¢len je "rezie” na jednotlivych trovnich
rekurze.

b) a = ¢ plati 55, = k, protoze ¢leny fady jsou rovny 1.

Odtud T'(n) < konst - c* - k = O(nlogn), protoze
k = O(logn)

T

~~

c) a > c: plati s < ng) = (4)" - t (Idea: od nejvétsiho

élenu smérem ”dolit’ je to geometricka rada s kvocientem
mensim nez 1.)

Odtud T'(n) < T(c¢™) < b-(a"+c"(4)"-t) = b-(a"+
a* - t) = konst - a* = konst - c¥1o8c®) = O(nlosc9)
Neformalné: Dominujici clen je pocet (a slozitost) kon-
covych pripadu rekurze.

Piiklady

mergesort: T'(n) = 2.T(n/2)+0(n) —

binarni vyhl. v utfidéném poli: T'(n) =
T(n) = O(logn)

nasobeni ¢isel - klasické: T'(n)
T(n) = O(n?)

nasobenti ¢isel - rychlé: T'(n) = 3.T(n/2)+0O(n) — T'(n) =
O<nlog3>

nasoben{ matic - klasické: T'(n) = 8.T(n/2) + O(n?) —
T(n) = O(n?)

T'(n) = O(nlogn)
1.T(n/2)+0(1) —

T(n/2) + O(n) —
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hledéani medianu (k-tého prvku): T'(n) = T'(n/5)+T(Tn/10)+
O(n) — T'(n) = O(n) substituéni metodou

kresleni fraktalni krivky: T'(n) = 4.T(n/3) + O(1) —
T(n) = O(nl°e34) (Misto prostfedni tfetiny tsecky ostatni
dvé strany rovnostranného trojihelniku.)
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Nasobeni ¢tvercovych matic

Uloha: pro dané dvé matice A, B radu n x n spocitat C' =
A® B, tadu n X n.

Klasicky algoritmus m4 slozitost O(n?), pocitdme n? skaldrnich
soucinu délky n.

Piedpoklddejme, 7e n je mocnina ¢isla 2, tj. Ik, n = 2%,
Potom vstupni matice muzeme délit na 4 matice polovicniho
radu (az do matic 1 x 1).

Pouzijeme "rozdél a panuj” (na 4 podmatice)

Ay Apo ) ( B Bio ) ( C11 Cho )
A= B = C =
( Co1 Coo

- pocet maticovych operaci na maticich fadu n/2: 8 nasobeni
® a 4 séitani @ (a pomocné operace)

- pocet scitani realnych ¢isel v maticovém scitani: 4(n/2)* =
2

Vysla rovnice: T'(n) = 8T(n/2) + O(n?)

Master theorem: a = 8, ¢ = 2, log.a = 3, d = 2, plati

T(n) = O(n%), tj. asymptoticky stejné jako klasicky algorit-

mus

- ke snizeni slozitosti je potreba snizit a = 8 a zachovat
(nebo mirné zvysit) d = 2.
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Strassentiv alg. nasobeni matic (1969)

Pouziva pouze 7 ndsobeni matic radu n /2

M = (A12© Ap) ® (B @ Do)

My = (A1 @ Ap) @ (B11 @ B)

Mz = (A1 © Ay) ® (Bi1 @ Bya)

My = (A © Aiz) ® By

Ms = Ay @ (Bi2 © By)

Mg = Ay ® (B2 © Byy)

M7 = (A1 @ Agp) ® By

- spocitame vysledné submatice

Cii= M & My © My ® M

Cro = My @ M;

Co1 = Mg @ My

Coy = My & M3 & M5 © My

- pocet operaci nad maticemi radu n/2: 7 nasobeni ® a
celkem 18 scitani @ a odcéitani &

- slozitost: T'(n) = 7T (n/2) + O(n?)

- Master theorem: a =7, c = 2, log,a =log, 7T =z, d = 2,
teda T'(n) = O(n®) = O(n*")

- praktické pouziti: husté matice radu n > 45 vets asymptoticka
konstanta nez u klasického nasobeni

- pozn.: Strassenuv algoritmus pouziva odcitani, tj. in-
verzni prvky vzhledem ke s¢itani — pracuje nad (matici nad)
okruhem (s op. plus a krat). Proto nejde pouzit pro pocitani
minimalnich cest (s min a plus) ani pro boolovské matice (s
operacemi or a and). Ale Ize ho pouzit na (vstupni) 0 — 1 ma-
tice (misto boolovskych) pro vypocet tranzitivniho uzavéru
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grafu. Cislo 0 reprezentuje false, kladné ¢islo true a pocitame
prvky vysledné matice ¢;; = %(aikbkj) misto ¢;; = \é(aik/\bkj).
Strassentv alg. v obrazcich (A;; po fadcich, B;; po sloupcich):
By1 Bgy Bz By

All _|_. o« .
Ci1= A N R
Aoy
A22
.
Cry = Tlom=| | em=]
- .+

85



Matice M:

[V
o

M, — s
P
[
ro

Soucty v zavorkach:
Ci1 = Mi® (Ma© My® Ms); Cog = (M@ M5 © M7) © Ms:

Mo MB Mg =

_|_

+ + .

. £

+
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Nasobeni dlouhych cisel

Uloha: pro dané dvé prirozené ¢isla x a y o n bitech spocitat
soucin s = x * y. (Analogicky lze pocitat v soustave s jinym
zakladem nez 2)

Klasicky algoritmus mé slozitost O(n?), ndsobime kazdy
bit s kazdym, resp. s¢itame n ¢isel dlouhych O(n) bitu.

Predpoklddejme, ze n je mocnina ¢isla 2. (Piipadné do-
plnime nulami zleva.) Oznac¢me m = n + 2.

Nasobeni s rozdélenim na poloviny: x a y jsou dvouciferna
¢isla v soustave se zakladem 2™,

T =x1% 2™+ 29

y=1y1*x2" + 1y

XT kY = T1xYp * 22m 4 (x1xys + Toky1) * 2™ + Toxys

- 4 nésobeni (nésobeni &isly 2% jsou shifty), vychézi vztah:
T(n)=4-T(n/2)+5n

odtud: T'(n) = O(n'&21) = O(n?), proa =4,c=2,d =1
(tj. a > %)

Idea zlepseni (asymptotické slozitosti): zmensit a, tj. usetrit
nasobeni.

| A
“H L2 I

7 P
w o

= w
= =2

Obrazek 22: Nasobeni cisel: vlevo klasicky, vpravo 1épe
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Spocitame:

u = (11 + x2)%(y1 + ¥2)

U = T1*Y1

W = T2*xY2

TxYy =022+ (u—v—w)*2" +w

- 3 nasobeni: T'(n) =3-T(n/2) + O(n)

odtud: T'(n) = O(n'*%23) = On'), pro a = 3,¢ =
2,d=1(tj. a > %)

- obecné: Pii pocitani u mohou byt (z7 + x2) a (y1 + y2)
o 1 bit delsi nez m. To lze osetiit rozborem pripadu za ce-
nu dalsich (rezijnich, tj. linedrnich) operaci. Jind moznost je
vyuzit varianty algoritmu, ktera pocita u' = (1 — o) * (y1 —
12) a samostatné osettuje znaménko u'.

DC: Popiste, jak lze vynasobit dvé komplexni ¢isla pomoci
3 realnych nasobeni.

Dolni odhad slozitosti tridéni zalozeného na po-
rovnavani prvku

- rozhodovaci strom: reprezentuje porovnavani vykonana
pii béhu tidictho algoritmu (na vstupu ag, as, . . ., a,).

- vnitini uzly jsou oznacené a; : a; a odpovidaji testu a; <
a;, pron¢jake 1 < ¢, 7 < n. Vnitrni uzly maji dva podstromy
pro dva ruzné vysledky porovnani. (Hrany oznacené < a >)

- listy stromu jsou oznacené permutaci (7 (1), 7(2), ..., 7(n)),
ktera odpovida vysledku a1y < @) < ..o < agp)

- Béh algoritmu odpovida cesté z korene do listu. Slozitost
algoritmu v nejhorsim pripadé je hloubka stromu.
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Obrazek 23: Rozhodovaci strom (pro tfidici algoritmus)

Pozorovani: V listech se musi objevit vsech n! permutaci,
tj. #listu> n!. Pokud se néjaka permutace neobjevi, jsme
schopni na vstup predlozit inverzni permutaci a algoritmus
ji nedokaze utridit, tedy nent korektni.

V: Libovolny rozhodovaci strom pro n prvku ma vysku
Q(nlogn).

Dk. Pro strom hloubky A plati n! < 2", protoze 2 je max.
pocet listti. Odtud zlogaritmovanim log(n!) < h.

Odhadneme n!: n! > n-(n—1)-...-2 > n-(n—1)-...-(5) >
gg, odtud h > log(n!) > log(%)2 > 2log2 = In(logn—1) €
A(nlogn)

Dusl. Heapsort, Mergesort (a Quicksort v prumérném pripadé)
jsou optimalni tridici algoritmy.

Analyza quicksortu

Procedure Quicksort(M)
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begin

if [M| > 1 then
pivot := néjaky prvek z M
M = {m|m < pivot}
Ms = {m|m > pivot}\{pivot}
Quicksort(M7) — na misteé
Quicksort(Ms) — na misteé

end
Analyza slozitosti: T'(n) je ¢as zpracovani n prvku
T(0) =T(1) =0

T(n)=14n+T(n-k)+T(k-1), pivot je k-ty

nejlepst pripad & = 3
T(n)=2-T(5)+ O(n) = T(n) = 0O(nlogn)

nejhorsi pripad £ = 1 nebo k£ =n
Tn)=14+n+T(n—1)=T(n) = O0(n?

Potrebujeme predpoklady o pravdépodobnostnim rozlozeni:
na vstupu jsou permutace ¢isel 1..n, vSechny se stejnou pravdépodobnos
proto: pivot = k , pro Vk se stejnou pravdépodobnosti
pro vytvorené posloupnosti My a Ms potiebujeme zarucit
(pro rekurzi), ze jsou nahodné permutace: vhodnou volbou
algoritmu
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Ocekévana doba vypoctu ET(n):
ET(0) = ET(1) =0
ET(n)=xs}_ (n+14+ET(k—1)+ ET(n—k)) pro
n > 2, Sloucem sum
ET(n )—n+1+ 3/ (ET(k)) , (n)
n-ET(n )—n(n+1)+22k “NET(k)) , (1)
(n+1)-ET(n+1)=n+2)(n+1)+25]_(ET(k)) ,
dosadime n:=n+1 v (1); (2)
Spocteme: (2)-(1):
(n+1)-ET(n+1)—n-ET(n)=2(n+1)+2ET(n)) ,

)
ET(n) =x",2- ") — o(n 4 1)(H,.1 — 3/2)
<2n+1)-Hyy ~2(n+1)-log(n+1)

tedy ET'(n) = O(nlogn), kdyz pouzijeme fakt, ze n-té har-
monické ¢islo H; je pro velké n priblizné rovno log n.
H,=x" 1

1=1 )

- pivot nemusi byt prvek vstupni posloupnosti

- Quicksort jako schéma algoritmu podle strategie volby pi-
vota

- pro libovolny pevny zpusob vybéru pivota existuje (tj. in-
teligentni nepritel dokaze zkonstruovat) posloupnost délky n
s casem tridéni O(n?)
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Randomizovany Quicksort

- randomizovany: znahodnény, (pravdépodobnostni)

- problém pevného vybéru pivota: urcité vstupni posloup-
nosti se tifdi (vzdy) v case O(n?). Pokud se nevhodné po-
sloupnosti vyskytuji na vstupu s vétsi pravdépodobnosti, pak
ocekdvany cas se muze blizit O(n?).

- TeSeni: volime pivota nahodné

proto: Pro kazdou vstupni posloupnost ma algoritmus ocekavanou
slozitost O(nlogn). (Poc¢itame jako prumeér casu dosazenych
pii vSech volbach délicich bodu.)

Zaver: Pro randomizovany Quicksort neexistuji Spatné vstu-
py, ale pro konkrétni vstup muzeme zvolit Spatné pivoty
(8patnd volba vzdy existuje), kdy doba vypoctu je O(n?).
(Randomizovany Quicksort nevyzaduje rovnomeérné rozdéleni
vstupt jako deterministicky Quicksort.)

Poznamky: (jiny pohled)

Kdyz je pivot vzdy vybran tak, ze rozdeéli posloupnost v
poméru 99 : 1 (nebo lepsim)

T(n)="1T(99/100n) + T (n/100) + (n — 1)

Resen{ (subst. metodou): T(n) = O(nlogn)

Stejnou slozitost dostaneme pro kazdy konstantni pomeér
déleni, tj. pomér nezavisly na n (Staci, kdyz se tento pomeér
dosahne aspon v jedné ze dvou (obecné z pevného poctu k)
trovni.)

Neformalneé, pivota mezi 1/4 a 3/4 délky posloupnosti do-
staneme s pravdépodobnosti 1/2. Prumérné se nam takova
volba podaii v kazdé druhé trovni.
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Linearni algoritmy tridéni

Radix sort - prihradkové tiidéni (puvodni motivace: ttidéni
dérnych stitku)

- tiidime podle jedné cifry (1 sloupce) do p prihradek (p =
10 pro decimalni cifry) a skupiny poskladame za sebe.

- Pozorovani: pokud byly prihradky predem utridény podle
méné vyznamnych cifer a pouzité tridéni bylo stabilni, mame
utridénou posloupnost.

pozn: Stabilni tridéni zachovava poradi prvku se stejnym
klicem ze vstupu na vystupu.
<CL1, bl, as, C1, bg, CQ> e <CL1, an, bl, bg, C1, Cg>
rad)

for i=1 to d do
utiid stabilnim tfidénim podle ¢-té cifry

Slozitost: O(d(n + p)); d se predpoklada konstantni.
Aplikace: tiidéni retézcu/slov a strukturovanych klicu (da-
tum = (rok, mésic, den)) lexikograficky.

Doplnéni/zarovnéni:
e Pii tridéni slov ruzné délky doplnujeme mezerami zprava

e Pr1i tridéni cisel doplnujeme nulami zleva
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Counting sort

- omezeni: na vstupu I[1..n] éisla v rozsahu 1-k, ptirozena.

- pomocna pamét: pole C[1..k]; pole vysledku O[1..1]

Idea alg.:
for i:=1 to k do C[i]:=0 0. pruchod C: init C
for i:=1 to n do C[I[i]l]++ 1. pruchod I: do pole
C nascitame pocet vyskytu vstupnich ¢éisel z I
for i:=2 to k do C[i]+=C[i-1] 2. pruchod C: secteni
zdola: C[x] obsahuje pocet vyskytu mensich nebo rovnych
cisel nez x; tj. (konec) umisténi vysledku v O
for i:=n to 1 do O[C[I[i]]]:=I[i]; C[I[i]]-- 3.
pruchod I, odzadu: ulozeni vstupniho éisla x na C[x|-té misto
O, posun pozice dolu

Slozitost cas: O(k +n), pamét: O(k + n), predpoklddame
k=0(n)

Dopliikova vlastnost: stabilita tridéni, protoze ve 3. pruchodu
jdeme odzadu a indexy C[x] po 2.druhém pruchodu ukazuji
na konec tuseku s hodnotami x.

- pozn.: ve 3. pruchodu nestaci vygenerovat prislusny pocet
indextu x do vystupu 0 podle hodnot v C[x], protoze nas
zajimaji i pridruzena data v I.

DC: Upravte alg. tak, aby 3. pruchod byl zepredu (naprt.
streamovana data z komprese nebo serializace, z mag. pasky
:=)) a dostali jste stabilni vystup.
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LUP dekompozice

Df: Matice je dvourozmeérné pole prvki. Matice A = (a;;) o
rozmérech m x n ma m radku a n sloupcu. Pokud jsou prvky
z mnoziny S, potom mnozinu matic oznacujeme S™*".

“ s . aip aiz ais 1 23

priklad matice A: A = (am oo CL23) — (4 . 6)

- Transponovana matice A’ vznikne vymeénou sloupct a
radka matice A, tj. matice AT = (aj;).

- Nulova matice ma vSechny prvky 0. Rozméry matice lze
obvykle urcit z kontextu.

- Vektory jsou sloupcové matice n x 1. (Rédkové ziskame
transpozici.)

- Jednotkovy vektor e; je vektor, ktery ma -ty prvek 1 a
vSechny ostatni 0.

- Ctvercové matice nxn se objevuje ¢asto. Specidlni pripady
¢tvercovych matic jsou:

- Diagonéln{ matice ma a;; = 0 pro ¢ # j.

- Jednotkova matice I,, rozméru nxn je diagonalni matice s
jednickami na uhlopricce. Sloupce jsou jednotkové vektory e;.
Piseme I bez indexu, pokud Ize rozméry odvodit z kontextu.

- Horni trojuhelnikova matice U ma wu;; = 0 pro ¢ > j
(hodnoty pod diagonalou jsou 0). Jednotkova horni trojihelnikova
matice ma navic na diagonale pouze jednicky:.

- Dolnf trojuhelnikova matice L méa [;; = 0 pro ¢ < j (hod-
noty nad diagonalou jsou 0). Jednotkova dolni trojihelnikova
matice L ma navic na diagonale pouze 1.

- Permutacni matice P ma prave jednu 1 v kazdém radku
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a sloupci a 0 jinde. Nazev permutacni pochazi z toho, ze
nasobeni vektoru x permutacni matici permutuje (prehéze)
prvky .

- Symetrickd matice A splituje A = A”"

- Inverzni matice k n X n matici A je matice rozmeéru n x n,
oznacovand A~! (pokud existuje), tz. plati AA™! = I, =
A71A. Matice, kterd nemd inverzni matici, se nazyva sin-
gularni (nebo neinvertovatelna), jinak se nazyva nesingularni
(nebo invertovatelna). Inverze matice, pokud existuje, je jed-
noznacna (DC).

Resen{ soustav linedrnich rovnic, pomoci LUP dekompozi-
ce.

Mame soustavu rovnic Az = b, tj. pro A = (a;5), * = (x;)

a11T1 + @199 + ... + a1,x, = by

a91T1 + A99%9 + ... + A9, T, = bo

Ap1T1 + Ap2x2 + .« .+ AppTy = bn

Pro dané A a b hleddme feseni z soustavy. Reseni mize
byt i nékolik (mélo urcend soustava) nebo zadné (preurcena
soustava).

Pokud je A nesinguldrni, existuje A~ a2 = A~!b, protoze
r=I,0=A"1Ax = A7'b. Resen{ x je potom jediné (DC).

Mozné metoda feseni: spocitame A~' a nasledné x. Ale
tento postup je numericky nestabilni, tj. zaokrouhlovaci chy-
by se kumuluji pti praci s pocitacovou reprezentact realnych
Cisel.

96



(Problémy:
1. Numericka nestabilita. V LUP omezujeme volbou (abso-
lutni hodnotou) velkého pivota s pouzitim matice P,
2. Spatné podminény (ill posed) problém : mald zmeéna vstupnich
dat (napf. zaokrouhleni) zpusobi velkou zménu vysledku -
"efekt motylich kridel”. (opak je dobfe podminény, well po-
sed),
3. Testovani redlnych ¢isel na 0 (LUP dekompozice: 1. 10).
Vlivem zaokrouhlovacich chyb vyjde nenulova hodnota tam,
kde méla vyjit 0. Nasledné: linearné zavislé vektory se stanou
linearné nezavislé, s malou ”odchylkou”.)
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Metoda LUP: pro A najdeme tii matice L, U, P rozméru
n X n, tzv. LUP dekompozici, tz. PA = LU, kde

e L je jednotkova dolni trojuhelnikova matice
e U je horni trojuhelnikova matice
e P je permutacni matice

Soustava PAx = Pb odpovida prehozeni rovnic. Pouzitim
dekompozice mame LUx = Pb a tesime trojuhelnikové sou-
stavy. Oznaéme y = Uz. Resime Ly = Pb pro nezniamy
vektor y metodou dopredné substituce a potom pro znamé
y Tesime Ux = y pro x metodou zpétné substituce. Vek-
tor x je hledané feseni, protoze P je invertovatelna a Ax =

P 'LUx = P 'Pb=hb.

Dopredna substituce fesi dolni trojuhelnikovou soustavu v
case O(n?) pro dané L, P, b.

Oznacme ¢ = Pb permutaci vektoru b, ¢; = by(;). ReSena
soustava Ly = Pb je soustava rovnic

U1 =
lowyr + Yo = ¢

ls1y1 + 32y +  u3 = 3

bayr + lpoy2 + lpsys + -+ Yy = G
Hodnotu y; zname z prvni rovnice a muzeme ji dosadit do

druhé. Dostavame

Y2 = Co — lo1y1 .

Obecné, dosadime y1, 4o, ..., y;—1 ~dopiedu’do 2-té rovni-
ce a dostaneme y;:
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i—1
yi=c— x Ly

Zpétna substituce je podobna dopredné substituci a resi
horni trojihelnikovou soustavu v ¢ase ©(n?) pro dané U a
y. Soustava ma tvar

UL + URT2 + - oo T UL p—1Tp—1 T UIpTn = Y1

U22T + ... T U2 1Tp—1 T U2pTpy = Y2

Un—1,n—1Tn-1 + Un—1nln — Yn-1
UnnLn = Yn
Resfme postupné pro x,, Tn_1, . . ., 1 takto:
Ln = yn/unna
Lp—1 — (yn—l — un—l,n$n>/un—1,n—1;

obecné
n

i = \Yi — j:%l Uijd /Um :

Program LUP-solve: pfepisem vzorcu. Permutacni matice
P je reprezentovana polem m|l..n|, kde x[i] = j znamen4,
ze 1-ty Tadek P obsahuje 1 v j-tém sloupci.

Slozitost LUP-solve: ©(n?) celkem, pro doptednou i pro
zpétnou substituci. V obou pripadech vnéjsi cyklus probiha
proménné a vnitini cyklus poc¢ita sumu, ktera prochazi cast
radku.
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Vypocet LU dekompozice. Nejprve jednodussi pripad, kdyz
matice P chybi (tj. P = 1I,,).

Idea metody: Gaussova eliminace, pri které vhodné nasobky
prviniho radku pri¢itame k dalsim radkum tak, abychom od-
stranili 1 z dalsich rovnic (koeficienty u xy v prvnim sloup-
ci budou nulové). Potom pokracujeme (rekurzivneé) v dalsich
sloupcich, az vznikne horni trojuhelnikova matice, tj. U. Ma-
tice L vznika z koeficientu, kterymi jsme nasobili radky:.

7, matice A oddélime prvni radek a sloupec, potom matici
rozlozime na soucin. Matice A’ je (n —1) x (n — 1) matice, v
sloupcovy vektor a w! tadkovy vektor a soucin vw?! je také
(n — 1) X (n — 1) matice.

A — ail wT . 1 0 ail ?,UT
v A \w/ay I, 0 A —vw!/ay

Podmatice A" — vw?! /ay; rozmért (n — 1) x (n — 1) se
nazyva Schuruv komplement A vzhledem k ai;.
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Rekurzivné najdeme LU rozklad Schurova komplementu,
nech je roven L'U’.
S vyuzitim maticovych operaci odvodime

1 0 ail wT

A — / T

v/a11 ]n—l 0 A —ow /CL11
1 0 ail wT )

U/CLH [n—l 0 L’U’

. 1 0 ail wT
- U/CLH L/ 0 U’

= LU

Matice L a U jsou jednotkova dolni trojuhelnikova matice
a horni trojihelnikovéd matice, protoze L' a U’ jsou pozadovaného
tvaru.

Program LU dekompozice - prepisem vzorcu. (Prevadi tail-
rekurzivni strukturu na iteraci-cyklus.)

Slozitost: ©(n?), protoze pocitame n-krat Schuriv komple-
ment, ktery ma ©(k?) prvku pro k = 0..n— 1. Vypocet jedné
drovné rekurze (tj. hlavniho cyklu) trva ©(k?) a celkovy cas
Ize odhadnout Zé; k* = 0(n?) (DC).
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Pokud a1 = 0, metoda nefunguje, protoze se déli nulou.
Prvky, kterymi délime, nazyvame pivoty a jsou na diagonale
U. Zavedeni matice P nam umoznuje se vyhnout déleni nu-
lou (nebo malymi ¢isly — kvili zaokrouhlovacim chybam) a
vybrat si ve sloupci nenulovy prvek. Takovy musi existovat,
pokud je matice nesingularni.

Implementacni poznamky - optimalizace: a) stacéi pocitat
nenulové prvky, b) obé matice muzeme ulozit "na miste”,
pokud ukladame pouze vyznamné prvky, tj. nenulové a dia-
ogonalu U.
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Program LUP-dekompozice
LUP-dekompozice(A)

1 n <- rows[A] % pocet Tradku

2 for 1 <- 1 ton %» P inicializujeme

3 do pili] <-1 % jako diagondlni I_n

4 for k <- 1 to n-1 7% hlavni cyklus

5 dop<-0 %» nulovani pivota

6 for i <- k ton % Vyb&r pivota

7 do if lalik]| > p % test vel. pivota

8 then p <- |alik]| 7% bereme maximum

9 k? <=1 % pozice pivota

10 ifp=20 % test pivota

11 then error "singular matrix" k 7% chyba
12 exchange pilk] <-> pil[k’] % zm&na P tj. pill
13 for 1 <- 1 ton % vyména Tadkl

14 do exchange alki] <-> alk’i] 7% matice A
15 for i <- k+1 to n % pres radky

16 do alik] <- alik]/alkk] % k-ty sloupec L
17 for j <- k+1 to n % v radku i

18 do alijl<-alijl-alik]l*alkj] %zmé&na U

Slozitost: tii vnofené cykly (18) — O(n?)
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Pocitani inverze pomoci LUP-dekompozice.

Pokud mame LUP rozklad matice A, dokazeme spocitat
pro dané b feseni Az = b v case ©(n?). LUP rozklad totiz
nezavisi na b.

Rovnici AX = I, muzeme povazovat za n ruznych soustav
tvaru Ar = b pro b = ¢; a x = X, kde X, znamena i-ty
sloupec X. Reseni kazdé soustavy nam da sloupec matice
X=A"1

Slozitost: fesime n soustav rovnic, kazdou v case ©(n?).
Vypocet LUP dekompozice spotiebuje ¢as O(n?), teda cel-
kem inverzi A~! matice A spocitdme v case O(n?).

Souvislosti:

Lze ukazat: ﬂnveme(n> — @<Tnasobem<n>>

Tj. slozitost pocitani inverze je stejna jako nasobeni matic.
(Prevod maticového nasobeni na inverzi)

(Redukce inverze na nasobeni)
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Poradi témat 2019, dotace predn.:pof. predn:
- Prostredky pro popis slozitosti 0,5:1
- Zakladni grafové alg. 2:2-3
- Min. cesty 2:4-5
- Min. kostry 1,5: 6-
- Stromové struktury 1,5:7
- Rozdél a panuj 2:8-9
- Tridéni 1,5:10+
- Hasovani 1:11+
- Lin. Alg. 1:12+4
- - Celkem: 13P:...
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