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Zapocty 11/12: pre dialkove, kombinovane, ... studi-
um a studentov z *mojich* cvideni: vypracujte: 6, 24,
43, 45, 65 (celkom 5 prikladov)

1 Asymptoticka zloZitost

1 Porovnavanie algoritmov

a) Preco sa algoritmy porovndvaji?

b) Ako sa porovndvaji? (vzhladom k réznym ddtam)
Preco nds nezaujimaji konkrétne konstanty (multipli-
kativna a aditivna)? Meranie velkosti vstupu.

¢) Co sa porovndva? (hladiskd)

d) -Co sa optimalizuje?

e) Asymptotickd notdcia:
vybrand podpostupnost)

0,9,0,0,w. (Variantne:

2 Priklady algoritmov

a) pre dasovi zloZitost triedy O(1), O(logn),
O(nlogn), O(n?), O(n?), O(2"), O(n!).

b) pre zloZitost O(n®), kde ¢ nie je celé islo.

¢) Moze mat algoritmus ¢asovi zloZitost o(n). Co maji
také algoritmy spolocné?

d) Zdvislost na dvoch (i viacergch) premenngjch.

e) funkcie s nie rasticim chovanim: (niektoré) mensie
ddta trvagi dihsie. Ako odstrdnif tuto nepravidelnost?

O(n),

3 Vypocdet konstant
a) 3n? — 3n = ©(n?). Spocitajte konkrétne dosvedcuj-
tce konstanty.

4 Porovnanie dvojic

Rozhodnite, ktoré vztahy f = X (g), X € {0,0,Q,0,w},
platia pre mnasledujice dvojice funkcit v premennych
n, m, ostatné parametry oznacuji konstanty:

a) loghn n¢, (k a € su konstanty)
b) n¥ ",
b1) n¥ nkte
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5 Zoradte

a) Zoradte nasledujice funkcie do postupnosti fi, fa,

. tak7 Ze fl = O(fZ); f2 = O(f3);

b) Dalej urcite rozklad, v ktorom funkcie f a g leZia v

jednej triede , prave ak f(n) = O(g(n)).

n! T e n? Inn! 92"
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6 Vlastnosti O(). ZAPOCET 11/12: b,! e,i3
Dokdzte alebo vyvrdtte: Pre kaZdi dvojicu funkcii f,g:
N — R plati:

a) Ak f(n) € O(g(n), potom g(n) € O(f(n)

b) Ak f(n) = O(g(n)), potom 2/(") = O(29("))

&) f(n) = O(g(n)), akk g(n) = A(F(n)), (symetri)

d) f(n) = O(f(n)*)

d2) f(n) = O(f(n/2)); pre ktoré f plati?

e) Vh : f(n) = O(g(n)) a g(n) = O(h(n)), potom
f(n) = O(h(n)); (tranzitivita)

e2) Vh : f(n) = ©(g(n)) a g(n) = O(h(n)), potom

f(n) = ©(h(n));

f) f,g nezdporné: max(f(n),g(n)) = O(f(n)+g(n))
g) [ = O(h) A g = 0(h), potom f(n)+ g(n) = O(h),
(aritmetika)

92) f =0©(h) A g = ©O(h), potom f(n) + g(n) = ©(h)
93) [ = O(h) N g = O(i), potom f(n) + g(n)
O(h(n) +i(n))



O(i), potom f(n).g(n) =

)-

h) | = ?(h)Ag =

)
i) f(n +0(f(n))= O(f(n)
o(f), potom f(n) +g

i2) g = (n) = ©(f(n)).

i3) f(n) = ©(h(n)), g = o(f), potom f(n) + g(n) =
O(h(n))

j) ...transformdcia rasticou funkciou h zachovdva
f=0(g) ... hm, obéas, za akych podmienok?

K) f = o(h) A g = o(h), potom f(n) + g(n) = o(h),
(aritmetika)

k2) f = o(h) Ag = oli), potom f(n) + g(n) =

o(h(n) +i(n)) “malé” o
do prednd$ok: ¢) v jednom smere, tranzitivitu

o()¥h : f(n) = o(g(n)) a g(n) = o(h(n)), potom
f(n) =o(h(n)); a pod.

7 Najdite chybu DokdZeme, Ze f(n) = n? je O(n),
indukciou. Pre n =1 plati. Pre n > 1:

f(n)=0(mn)+ f(n—1) = O(n)+O(n) (z predpokladu)
= O(n).
8 Limity Dokdzte:
a) f(n),g(n) nezdporné:
() = Olg(n)) — 3 & R* lmsup(f () g(n) =

b) f(n),g(n) nezdporné:
f(n) = o(g(n)) — limsup,, . (f(n)/g(n)) =

¢) Platia tvrdenia v opaénom smere?
d) Zformulujte a dokdZte analogické turdenia pre ©,Q, w

2 Stromy

9 Linearna reprezenticia stromov (programdtor-
skd uloha)
Navrhnite sposob zdpisu stromov (zatial bindrnych, nie-
len vyhladdvacich), aby ste z neho dokdzali jednoznacne
zrekonstruovat Tubovolny dany strom.

Zobecnite aj pre B-stromy. (Neskor zobecnime aj na
lubovolné grafové Struktiry)

Pougzitie: zaddvanie prikladov v tomto (textovom) si-
bore, stromy na vstupe ako string, preddvanie stromov
medzi programami (st aj in€ sposoby predavania)

10 Porovnanie zlozitosti operacii Pre dynamické

datové struktiury popiste:

- ak€ maji operdcie a ich vgynam (find, insert, delete,
min, mazx, succ, pred)

- ako je moiné d.d.s. reprezentovat. (BVS, vyvdZeny
BYVS, Spojovy zoznam, usporiadany spojovy zoznam,
pole, usp. pole.

Cim sa 157 haSovacia tabulka - ktoré

operdcie neposkytuje?)

- preco halda, zasobnik a fronta nepatria medzi repre-
zentdcie a su pre Specidlne tucely?

- akd je struktira polozky v BVS, aké si mozné defi-
nicie vyvdZenosti (pre nase ucely: cokolvek, ¢o zaruci
mazimdlnu logaritmicky hibku

- akd je (najhorsia) zloZitost operdcii pri jednotlivich
reprezentdcidch, ako sa to implementuje (s dorazom
na BVS), pripadne ¢ je nutné/mozné pouZit nejaky
programdtorsky trik pre efektivnu implementdciu

— a v rdmci toho vysvetlené pilné€ a liné datové Struktury
(napr. pri vypustani z usp. pola)

— delete z pola v O(1)

11 Najnevyvazenejsi strom.

a) Popiste konstrukciu najnevyvdZenejSieho stromu
(AVL, cerveno-cierneho), s majmensim poctom
listov pre danu hlbku.

b) Dokazte (indukciou), Ze pre pocet wvrchlov tohoto
stromu (pre AVL) plati pnio fn — 1 (pre poé.
podmienky fo = f1 = 1 apyo = 1,p1 = 2). Tj. pocet
vrcholov rastie imerne k Fib. ¢islam.

¢) (rozsirujici) Dokdzte indukciou, Ze  pre
Fib.  cisla  platé  (sprdvna  varianta  vztahu):
fn = .”_(1+27\/5)n + (1—T¢5)n

12 Operacie na AVL-stromu.

a) Do najnevyvdzenejsieho AVL stromu s hlbkou 4,
usporiadaného tak, Ze dlhsie vetvy smeruji doprostred,
priddvajte nové medidny, kym sa nerotuje koren. a2)
Kolko prvkov sa pridd? b) Potom pridané proky v
rovnakom poradi vypustite (FIFO).

Rotdcie: insert, Jjedn. ((1[inc]A[-1]2)B]-
1/3) — (1A[0](2B[0]3)), insert, dvoj.
((1A[0](2[inc]B[0]3[inc]))C[-1]4) — ((1A2)B[0](3C4)),
delete, jedn. ((1A[-1/0]2)B[-1]3[del])
— (1A[0/+1](2B[0/-1]3)), delete, dvoj.
((1A[+1](2B[x[3))C][-1]4[del]) — ((1A2)B(3C}))

Pri vypustant nastala situdcia, ked sa zniZuje podstrom
vpravo a podtecie. Ak je podstrom vlavo vyvdZeny, *mu-
site* pousit jednoduchi rotdciu. Ndjdite protipriklad,
kedy dvojitd nefunguje.

13 Implementacia rotacii

Rotdcie st symetrické, ale do jednoho kodu by sa ne-
skladali lahko jednoho.

Implementdcia jednoduchej rotdcie (koncepéne jedno-
duchd, ale neoptimdlna): oddelim a samostatne osetrim
okrajové pripady (neexistuje rodic, neexistuje prostredny
podstrom), zapamditdm si (najviac 4 menené) objekty a



prepisem im (spravne) pointry. (Viastne paralelné pri-
radenie. )

Optimalizdacie? Odlisnosti, ak nemdm ukazatele na ro-
dicov?

14 R-B stromy

a) Popiste konStrukciu R-B stromu s najmensim
(Rmin(n)) a najvacsim (Rmaz(n)) poétom wvrcholov
pre dand hibku n.

b) Pre ciernu hibku 4 skonstruujte strom ((Rmax A
Rmin) B Rmin). Za listy povaZujeme, podla konvencie,
prazdne (externe uzly), tj. nil-pointry.

¢) Priddvajte prvky pred vrchol, ktory je v najniZej
redlnej vrstve treti zlava, kym nebude zmeneny koreri.
d) Pridané prvky vypustite, od posledného pridancho
(LIFO)

Upravy: insert: ((1Ar(2Br!3))Cb(4Dr5))
((1Ab(2Br3))Cr!(4Db5)) a symetria A/B,
((1Ar(2Br!3))Cb4b) —2 ((1Ar2)Bb(3Cr4) a symetria,

—

delete: 1) pom. ((1AbbI2)Bb((3Cb4)Dr(5Eb6))) —
(((1Abb!2)Br(3Chj))Db(5Eb6)),

2) ((1Abb!2)Bz((3Cb4)Db(5EbG))) —
((1Ab2)Bzb!((3Cb4)Dr(5Eb6))) ok/up,

3) ((1Abb!2)Bz((3Cr{)Db(5Eb6))) —
((1Abb!2)Bx(3Ch(4Dr(5Eb6)))) sub(4),

4) ((1Abb!2)Bz((3Cy4)Db(5Er6))) —

(((1Ab2)Bb(8Cy4))Dx(5Eb6))) end

15 Varianty B-stromov

Popiste operdcie pre varianty B-stromov, a ich vyhody
a nevyhody:

a) Redundantné (hodnoty len v listoch, tj. externd
repr.) vs. neredundantné (tj. internd repr.)

b) 2-3 stromy

¢) Dychtivé vs. lenivé Stiepenie

d) B*-stromy, (prelievanie z/do susedov), skupinové
Stiepenie (2 na 3, prip. 8 na 4): naplnenie aspon 2/3.
e) B+ stromy, vodorovne previazané - v listoch (vari-
anty)
f) vztah B stromov, tj. 2-4 stromov a éerveno-ciernych
stromov

16 Implementacia rotacii Napiste pseudokdd a)
pre jednoduchi LR rotdciu b) pre dvojitd LR rotdciu,
ak si stromy i) jednoducho spojené, ii) obojsmerne spo-
jené. Pre obojsmerne previazane stromy navrhnite up-
datovacie procedury tak, aby sa smerniky na rodica na-
stavovali ”automaticky” (a nezabidali ste ich zmenit).
V jazykoch s pattern matching sa d& napisat transfor-
mécia priamo (v prislusnej syntaxi): ((1A(2B3))C4) to
((1A2)B(3C4)).

3 Haldy

17 Davkové budovanie haldy Pre bindrnu (he-
apsortovi) a binomidinu haldu ukdzte, Ze davkovo (pri
znalosti n prvkov dopredu) dokdZete haldu vybudovat v
éase O(n).

pozn. nejde to zvrchu

i log(i) = ©(nlogn)

pre  bindrnu  haldu:

4 HasSovanie

18 Na zamyslenie

a) Je vhodné kombinoval hasovanie s vyhladdvacimi
stromami, ak su “retiazky” prilis dlhé?

b) Porovnajte spotrebu pamdti pri hasovani s retiazka-
mi a pri otvorenej adresdcii.

c) Co je to primdrne klastrovanie (pri jednej z metod
otvorenej adresdcie)? Preco je to problém?

d) Ako je mozné realizovat delete pri otvorenej adresd-
cii? Popiste chovanie pseudodelete pri jednotlivijch ope-
rdcidch na has. tabulke. (member, insert, delete)

e) Je mozné pri linedrnej adresdcii realizovat skutocéné
delete. Ako? Popiste spravny algoritmus.
f) Ako sa lisi zloZitost Delete v najhorSom pripade pri
linedrnej adresdcii pri prechddzani prvkov spredu a zo-
zadu?

g) Porovnajte z hladiska klastrovania a lokality pristupu
krok 1 a krok i pri linedrnej otvorenej adresdcii.

h) ! Md hasovanie nejaki nevyhodu oproti vyhladdva-
cim stromom? Co neumozriuje (efektivne)?

i) Ako sa odstrdnia pseudovypustené proky?
j) Preco je vghodnejsie fyzické delete neZ pseudodelete?
Kde (vsade) sa prejavi penalizdcia?

k) Md zmysel tabulka s viacerymsi prokami v jednej po-
lozke? (:hry, bloky)

1) Preco je neprili§ vhodné pre haSovanie pouZit sicet
postupnosti (bez ndsobenia konstantamsi)

m) Md zmysel hasovanie bez kolizit? Aplikdicie? (bude
vyssie: Ako vytvorit bezkoliznu has. funkciu? - nie nutne
minimdlnu. )

19 Oblast preteéenia.

a) Navrhnite a popiste rieSenie kolizii pomocou oblasti
pretedenia. Popiste jednotlivé operdcie. Akd je zloZitost
operdcii?

b) Motivdcia: otvorend adresdcia so zaruéengem casom
pridania.

¢) Je mozné realizovat delete (a ako)?

20 HasSovanie pre Join v databazach
a) Madte dve mnoZiny prvkov D1, resp. D2, s (ne-
jednoznaéngmi) klicami. Ako ndjst vietky dvojice ddt



dl € D1 a d2 € D2, t.Z key(dl) = key(d2).

b) Uréite zloZitost jednotliviych pristupov. Okrem ha-
Sovania je pouzitelné neusporiadané a wusporiadané
prehladdvanie. (usporiadané, ak mdme linedrne uspo-
riadanie).

21 Dynamizéacia
a) Ak sa tabulka zaplni (do kritickeho faktoru o), po-
tom zvicsime tabulku (x-krdt, napr. 2z) a prehaSujeme.
Dokdzte, Ze (aj) rastice tabulky maji amortizovani zlo-
Zitost vkladania konstantni (bez ohladu na pocet preha-
Sovant). Spocitajte amortizacni konstantu pre rastice
tabulky, ak vlozenie 1 prvku do 1 tabulky md cenu 1 a
tabulka sa zvicsuje na dvojndsobok.
b) pocitanie dvomi sposobmi a vysvetlenie rozdielu: 1)
spocéitanie celkovej ceny priddvani, 2) inkrementdlne
priddvanie
¢) Navrhnite sposob, ako zmensovat tabulku, aby das
operdcii ostal konstantny a tabulka nebola "prilis”
prazdna. UvaZujte aj striedanie operdcii.
c2) Ako sa bude sa lisit implementdcia pri delete a pseu-
dodelete?
d) Navrhnite sposob, ako prehasovanie vykonat v redl-
nom case. (trade-off: aj za cenu zvySenej pamdti (a pri-
padne vaciej multiplikativnej konstanty pre cas))
pozn.: dynamizdcia datovych Struktir sa dd pouZit
nielen u hasovacich tabuliek

22 Univerzalne haSovanie

a) Metoda: rozdelenie hodnoty na kisky pevnej velkosti
(s hodnotami do m) a spocitanie linedrnej kombindcie
s nahodnygmi koeficientami (0..m—1), ktoré uréuji zvo-
lend funkciu. (m je velkost tabulky)

b) Rozbor, ze klice koliduji pre 1/m funkcid, tj. lin.
kombindcii. (Hm - nutnd algebra)

¢) Je mozné pouzit metodu pre kusky klica velkosti 1
bit? Zdovodnite. Popiste.

d) Q: je mozné (resp. vhodné) kisky klica pouZit opa-
kovane?

e) Ako sa bude metoda chovat, ak mdme len 2 kisky
klica? (s hodnotami v rozsahu 0..m — 1)

23 Poznamky

a) Ako previest hodnotu (retazec, n-ticu) na éislo? (pre
hasovanie pomocou modulo)

b) Kolizie budi vZdy, je vhodné vediet, pri akom na-
plneni sa zaéni nepriaznivo prejavovat (pre prislusne
metody riesenia kolizii). Optimdlnu hodnotu o pre pre-
haSovanie je mozné spocitat (alebo zmerat).

¢) hasovanie v kryptografii - in€ poziadavky, in€ funk-
cie: CRC (Cyclic Redundancy Code), MD5 (Message
Digest); iné techniky (salt - osolenie); systém si pami-
td (dlhyg) hash hesla

d) Zobristovo hasovanie - v hrach, pre (typicky boolov-
ské, alebo obecné) rysy, pomocou XOR

e) Tvorba has. funkcii: pomocou + alebo Xor (tj. bindr-
neho plus bez pretecenia) (tj. nevyuziva viésie vzory).
f) delete z hladiska prvku pola: ktoré klice mohli dojst
az sem (pri danom stave tabulky).

g) Prehasovanie je ddvkovd operdcia (tj. periodickd re-
konstrukcia datovej Struktiry).

5 Rozdel a panuj

24 Substitucna metoda
podpriklady ! h), 1)
Asymptoticky (presne) odhadnite:

a) T(n) = T(y/) + logn
(b) T(n) =2.T(|n/2]) + 17 -nevhodne
(c) T(n) =T(|n/2]) + T([n/2]) + 17 -nevhodne
d) T(n)=T(n/3)+T(2n/3)+ O(n)
d2) T(n) = 3T (n/2) + AT (n/4) + ©(n?), ! volte vhodny
tvar T'(n);

e) T(n) =T(n/3) +T(n/2) + O(n)
e2) T(n) =T(2n/3) + T(n/2) + ©(n?)

f) T(n) =3T(n/2) + 4T (n/4) + O(n')

12) T(n) = 3T(n/2) + 4T (n/4) + O(nlogn)

g) T(n) = 4T(n/3) + ©(n') -(tesny) odhad zhora

h) T(n) = T(3n/5) + T(4n/5) + O(n), dok. T'(n) =

O(n?)

i) T(n) = T(n/4) + T (3n/4) +log,(n)

j) T(n) = 5T(n/3) + log(n)

k) T(n) =2T(n/2) 4+ nlog(n)

I)T(n) =T(n/7)+T(5n/7)+O(n), medidin, na sedmi-

ny

12) T(n) =T(n/3)+T(2n/3)+0(n), medidn, na tretiny
Pri  (tesnych) odhadoch je (niekedy) vhodné

mat dvojzlozkovy odhad, napr. O(n?) pomocou

cn? — d.fce_rezie. Prvy élen vyjde z rekurzie presne a

druhy zachyti réziu vypoctov.

Obecnejsi nez Master theorem je Akra-Bazzi ve-

ta/metdda.

ZAPOCET 11/12: dva

25 Nasobenie dlhych cisel

a) Lepsie nez O(n?).

a2) varianta: odéitanie vnitri, séitanie nakoniec. MoZe
pretiect (o carry), pri prdaci so zdp. cislami.

b) Osetrenie zvlastnych pripadov, pomocou dodatocnych
operacii.

¢) Analogicka idea: nasobenie komplexnych cisel a + bi
a ¢+ di na 3 realne nasobenia.

d) pocitanie pomocou odcitania, pretecenie aj tak hrozi

26 Dimenzia fraktalov



a) Pri konstrukcii (pravidelnych) fraktalov sa pouziva
rekurzia. Dimenzia sa da spocitat pomocou Master
teoremu (alebo subst. metody)

27 Strasenov alg.

a) Je (ne)pouzitelny na boolovske matice (tj. obsahuju-
ce len 0-1)? (Tazke/tvorive).

b) Upravte, aby bol. (S optimalizaciou:) Ako zabranite
pocitaniu s velkymi cislami?

28 Mediany

Hleddnd k-tého z n prokid (a medidnu)

— klicovy fakt pro substituéni metodu: 1/5+7/10 < 1

— pri déleni na trojice linedrni algoritmus nevyjde:
1/3+4/6=1

- vypoustime pruky: pocet vypusténych (po hleddni
medidnu): n.3/10

- heuristika: pokud je k blizko zaddtku (nebo konce),
lze zvolit pivota asymetricky, napt. k/3+1 (resp. horni
celd ¢dst), abychom vyloucili co nejvic (vétsich) proki
a pritom meli zaruceno, Ze pivot je vetsi nez k.

Zistdvd n.2/5 + 3.k /3 proki

b) Napiste rekurzivni rovnici pro alg. hleddni medidnu
pri délent na trojice, (pétice), sedmice.

6 Triedenie

29 Rozhodovacie stromy

a) Co obsahujii rozhodovacie stromy vo vnitorngjch vr-
choloch, ¢o v listoch. Ako su oznacené€ hrany?

b) Moze byt rovnakd permutdcia v strome viackrdt?

¢) Comu v strome odpovedd jeden konkrétny vypocet
triediaceho algoritmu pre nejaké vstupné data?

30 Stavba rozhodovacich stromov

a) pre bublesort, n = 4;

b) kedy nastava situacia, ze vnutorny list ma len 1 sy-
na?

¢) navrhnite optimalizacie (bubblesortu), ktore dovolia
programu orezavat strom

d) pre mergesort; popiste vhodnu strukturu pre repre-
zentaciu (neni vzdy vsetko dane)

31 Utriedte linearnym algoritmom

112, 811, 412, 232, 322, 144, 182, 231; (zapis do
stlpca)

a) V akom poradi sa zapisuju cisla do prvkov vystup-
neho pola?

b) Je tato technika pouzitelna na bitove zapisy cisel.
Popiste vyhody a nevyhody (z hladiska operacii, z

hladiska HW).

¢) Pri obvyklom wypocte zlozitosti klasickych a
linearnych triediacich algoritmov sa mepouzivaju po-
rovnatelne operacie. Vysvetlite problem a odstante ho.
d) Dokazete linearne triedit realne cisla? A (obvykle)
pocitacove reprezentacie realnych cisel?

32 Stabilné triedenie Ako zaistite pre lubovolny
triediaci algoritmus (obecne nestabilny), Ze bude trie-
dit stabilne (nie nutne na mieste). Idea: poradie ako
druhotny klié. (PouZitie napr. v skriptovacich jazykoch,

Haskelli ...)

33 Quicksort , varianty vyberu pivota

Quicksort ako schema algoritmov podla strategie vijberu
pivota

Navrhnite niekolko varidnt vyberu pivota a popiste ich
vlastnosti.

Aplikujte vyber na nerandomizovany a randomizovany
quicksort.

Ako musim upravit QS, ak pripustam ako pivot aj prvok
mimo vstup

34 CountingSort

a) (DC v predndskach): navrhnut variantu algoritmu,
ktora bude stabilnd, ak sa v 3. prechode prechddza vstup-
né pole spredu (stream z kompresie al. serializdcie, mag.
pdska).

b) explicitne formulovat invarianty pre obsah pola coun-
trov C po 2. prechode, v povodnom algoritme a podla

a)

7 Grafy

35 Generické prechadzanie

a) Formulujte genericky alg. prehladdvania grafu.

b) Co je stratégia. Aké stratégie vyberu vrcholu odpove-
dagjii prehl. do hibky, do $irky, best-first (odhad vzd. k
cielu).

¢) priklad best-first: cesta robota, s prekdzkams.

d) vyplriovanie plochy farbou (zoznam neprehladangch,
Yoptimalizdcia posledného wvolania”). (Prehladdvanie
skoro linedrneho grafu.)

e) Aké operdcie potrebujeme po datovej Struktire otvo-
rengch vrcholov. (Nase prehladdvanie sa lisi od prehla-
ddvania pomocou expanzie v UL)

f) Ako pouzit prioritnd frontu?

g) Ako rekonstruujeme (jednu) cestu do daného vrcho-
lu? Ako rekonstruujeme cestu len z pomocnych infor-
mdcit, napr. ¢isla vrstvy alebo poradia otvorenia (alebo
uzavretia) vrcholov? Bude cesta odpovedat ceste pouZi-
tej pri prehladdvani, resp. bude cesta najkratsia?



h) Charakterizujete biele, Sedé, cierne vrcholy; otvorené
a uzavrete.

i) Popiste rozdiel medzi expanziou vrcholu naraz a pre-
chddzanim jeho hrdn postupne. Co je hranica a co je
vnitro prehladane;j oblasti?

j) Popiste abstrakiné a konkrétne datové Struktiry pre
reprezentdciu grafov. (aj matica incidencie VzE)

36 Prehl. do sirky - optimalizacie.

a) Pre neorientovany graf, kolko (najmenej) vrstiev po-
trebujeme pri prehladdvani do Sirky, ak chceme Setrit
pamdt a bezpeéne vypustat u spracované ”&ierne” vr-
choly. Pritom sa mesmie stat, Ze by sme vrchol prehla-
ddvali opakovane. Ako vijstup staci ¢islo vrstvy cielové-
ho vrcholu, nepozadujeme rekostrukciu cesty. (Aplikd-
cia: urcéi sa dlzka cesty ako predvypocet pre generovanie
vlastnosti/poZiadaviek na cestu danej (pevnej) dizky.)
b) Ako mozeme chovanie este zlepsit, ak nepracujeme s
celgmi vrstvami naraz? (Pointer na otca v kaZdom vr-
chole alebo dealokacénd "instrukcia” za celd (neprdzdnu)
skupinu. )

c) Aké (dve) datové Struktiry je mozné pouzit? Popiste
vghody a nevyhody.

d) Ako je mozné skombinovat vghody? (mald réZia pa-
mdti, dynamickd velkost)

e) Akd je potrebnd dlzka fronty? Aké grafy maji maji
frontu?

37 Prehl. do hibky.

a) Ako prebieha prehladdvanie iplného grafu. Ako hlbo-
kd bude rekurzia?

b) Ako prebieha prehladdvanie iplného bipartitného gra-
fu? Popiste pre rovnaké a odlisné velkosti dvoch castt.
c) Zopakugte druhy hrdan pri prehladdvani do hibky. Kto-
7€ druhy mozu vzniknit pri prehladdvant neorientované-
ho grafu? Charakterizujete druhy hrdn.

( d) Je mozné pouZit postupné vypustanie ciernych vr-
cholov pri prehladdvani do hibky (a obecne pri generic-
kom prehladdvant)? Pri variante s expanziou. - Idea:
pocitanie Sedych susedov pre cierny vrchol a uvolnenie,
aZ je pocet 0)

( e) Ako pouZit minuld techniku pre orientované gra-
fy? Aké akcie budi priradené jednotlivym typom hrdn?
- vypocet riadeny udalostams)

38 Linearizacia pamiite.

a) Ako zlinearizovat (vypisat do stiboru) stav operacnej
pamdte s pointrami (na objekty) tak, aby ste boli schop-
ni zrekonstruovat stav pamdte (obecne na ingch adre-
sdch). Predpokladajte, Ze si dané vstupné body, ktoré
vedd zvonku (alebo jeden vstupny bod). Nedostupné ob-
jekty sa zahodia, t.j. je to moZné pouZit ako garbage
collector. Ake datové Struktury pouZijete?

b) Typické rieSenie vyZaduje dva prechody Struktiry pri
vypisovani alebo nacitani. (Ak mdm vzdjomne prepoje-
né objekty alebo cyklus.) Co sa preddva medzi fazami?
Navrhnite algoritmus tak, aby mu stacil jeden prechod
pri vypisovani a jeden pri éitand. (vhodné pre sietové
aplikdcie)

39 Topologicke usporiadanie ZAPOCET 05/06:
c2,¢8,d)

a) Topologicky usporiadagte graf 1-7,6,4, 2-1,5,7, 3-4,5,
4-., 5-4,6,7, 6-4, 7-6.

b) Daju sa vsetky mozne topologicke usporiadania
ziskat pomocou DFS? Zdovodnite.

¢) Klasifikacia hran z prikladu a) na stromove, spatne,
dopredne a priecne; uvedte pocty.

c2) Formulujte podmienky na druhy hran v pojmoch
biely, sedy, cierny vrchol (tj. nenavstiveny, navstiveny,
hotovy)

¢8) a pomocou cislovania udalosti podla e).

d) Platia pre vstupne a vystupne stupne hran jednotli-
vych druhov nejake omedzenia?

e) Vztah k udalostiam riadenemu programovaniu;
cislovanie udalosti - vstupov a (poslednych) opusteni
vrcholov.

f) Ako upravite algoritmus, aby ste mohli zabudat uz
nepotrebne vrcholy? (ktore uz nebudu v buducnosti
(opat) navstivene)

40 Aplikacie top.usp.
a) Optimalizacia podvyrazov a generovanie kodu.
b) Vypocet fib. cisel, graf fib(5).

41 Suvislosti prechadzania grafov

a) Postupne generovanie velkych grafov (implicitna
reprezentacia, generovanie “on demand”, ”on-the-fly”
)5

b) Prevod prechadzania na udalostami riadeny algorit-
mus, jeden z modelov spracovania XML.

¢) Hasovanie vrcholov, znovuprechadzanie casti.

d) Lokalne pamatanie smeru prichodu (pamat O(1)) -
pre stromy (hier).

42 Polosuvisly graf (tiez slabo suwvisly g.) b) alebo
)

Graf G = (V, E) je polosouvisly, ak Yu,v € V3 cesta z
u do v alebo cesta z v do u. Pre nasledujuce algoritmy
odhadnite maximalnu zlozitost.

a) Zistite, ci je graf polosouvisly; pomocou matice
dosazitelnosti.

b) Pomocou opakovaneho DFS. (pro a proti)



¢) Pomocou DFS :-), v case O(cas(DF'S)). Vznikne
kondenzovany graf (SSK), akeho musi byt tvaru (ake
su zakazane podgrafy (minory)?).

43 Priemer grafu ZAPOCET 11/12 ¢)

Priemer grafu je definovany ako najdlhsia z najkratsich
ciest medzi lub. dvomi vrcholmi.

a) Ako v grafe s jednotkovo ohodnotenymi hranamsi po-
mocou prehladdvanie do Sirky spocitate jeho priemer?
Akd je zloZitost algoritmu?

b) Navrhnite algoritmus pre spocitanie priemeru grafu
s mezdporne ohodnotenymi hranami. PouZijte Dijkstrov
alg. ZloZitost?

¢) Navrhnite algoritmus pre spoéitanie priemeru grafu s
nezdporne ohodnotenymi hranami. Akd vyjde zloZitost,
ak pouZijete ako podprocediry (vietky) zndme alg. pre
vypocet min. cesty?

d) Mozné optimalizdcie? (pre jednotlivé alg., napr. kri-
tickd cestu,).

44 Suvislost hustého grafu Navrhnite heuristicky
algoritmus, ktory pre husty (neorientovany) graf rijchlo
overt, Ze je spojity. Idea: nemusim expandoval vietky
vrcholy, stacéi ak su dosaZitelné. Vhodné (heuristické)
usporiadanie prehladdvangch hrdn. (Podla akého krité-
ria moZem hrany usporiadat staticky (predpoéitanim) a
dynamicky?)

45 Reprezentanti SSK pomocou DFS. ZAPOCET
11/12 a), a2)

a) Navrhnite algoritmus, ktory pri jednom prechode
DFS wurci pocet SSK-komponent a zaroven wurci repre-
zentantov tychto komponent. Reprezentanti budu prve
navstivene vrcholy (s najmensim otvaracim cislom) v
komponente. Navod: vylucte ostatne vrcholy.

a2) Urcite zlozitost algoritmu.

b) Optimalizujete spracovanie 1 vrcholu. Urcite zlozi-
tost.

¢) Pamatajte si vhodne data u vrcholu, aby ste pri
opustani, tj. uzatvarani, vrcholu dokazali rozhodnut, ci
je reprezentantom komponenty. Spracovanie vrcholov a
hran je v konstantnom case a backup hodnot z navsti-
venych vrcholov umoznugje udrziadat vhodne data.

46 Kondenzace grafu pomocou DFS. Navrhnite al-

goritmus, ktory pri jednom prechode DFS vyrobi kon-
denzaci daného grafu G. (tj. spoji vrcholy Silne Sivis-
lych Komponent do jednoho vrcholu.)

47 Tranzitivny uzaver grafu pomocou DFS. Na-
vrhnite algoritmus, ktory pre dany orientovany graf spo-
¢ita jeho tranzitivny wuzdver, tj. doplni vsetky hrany

(z,y), ak z x vedie orientovand cesta do y.

a) pre acyklicky graf

b) pre obecny graf (dodatocné dopliiovanie vrcholov)
¢) optimalizujte, aby ste vylicili ¢o najviac vrcholov,
ktoré nemozu prispiet, pretoZe ich ndslednici uz si za-
hrnuti. (PouZite ¢asy otvorenia a uzavretia.)

Varianta SSK a kondenzace grafu.

48 Vyfarbovanie plochy Navrhnite heuristicky al-
goritmus, ktory v 2D obrdzku prefarbi spojiti plochu
(nie nutne konvexni) z jednej farby na ind. Body plo-
chy si susedné, ak st vedla seba v riadku alebo stlpci,
tj. nie uhlopriecne. Heuristicky vyuZite obvyklé vlastnos-
ti obrdzkov pre mali spotrebu pamdti.

b) Navrhnite iny sposob spravovania vrcholov na zdsob-
niku otvorengch vrcholov, aby ste dosiahli mali spotre-
bu pamdti na typickych obrdzkoch s velkymi plochami.
Idea: LCO — Last Call Optimization, v riadkovej struk-
tire.

Expanzia vrcholu vs. postupné prehladdvanie hran.
Vyfarbovana plocha (spolu so svojimi okrajmi) zadava
graf susednosti implicitne. Graf odvodeny z obrazku ne-
musi odpovedat povodnej definicii susednosti, ale moze
byt odvodeny.

49 Expanzia vrcholu

a) 2 sposoby, do prednasok, k ulohe farbenia plochy
b) oznacenie vrcholov: biele, Sedé, cierne

ad) implicitne zadany graf, datovou Struktirou

50 Hrany kruznic, mosty, artikulacie DC

a) Navrhnite algoritmus, ktory urci v neorientovanom
grafe vsetky hrany, ktore lezia na kruzniciach. Odhad-
nite jeho casovu zlozitost.

a2) Pomocou "leniveho vyhodnocovania” vylepsite algo-
ritmus tak, aby sa prislusnost hran ku kruzniciam ne-
pocitala opakovane. Priamociary alg. O(n.m), mierne
zlepseny O(n.n), idealny (;-) O(n+m) — viz (b).

b) Upravte algoritmus, aby to zvladnul v jednom precho-
de DF'S (a na hranach a vrcholoch travil len konstantny
cas (niekolkokrat)).

¢) 22 Upravte algoritmus na identifikaciu tych oriento-
vanych hran v orientovanych grafoch, ktore su castou
orientovanych cyklov.

analogicky: mosty, artikulacie (tazké) a dvojsuvislé
komponenty; vztak k: ”lenive vyhodnocovanie”

51 SSK pre konkrétny graf ZAPOCET 07/08 1a-
d

a) Pre graf(y) ndjdite klasickym algoritmom SSK. Pri
moznosti vyberu vrcholu alebo hrany postupujte podla
abecedy.

b) Napiste ndjdené poradie vrcholov po prvej fdze.



b2) Napiste casy otvorenia a uzavretia vrcholov v pr-
vej faze.

¢) Vyrobte kondenzdciu grafu

d) Spocitajte druhy hrdn (stromové, ...)

1) (graf 224): A-B,E; B-C,D,F; C-B,D,G; D-C; E-F;
F-E,G; G-H; H-nic. 13 hrdn

1.1) stejny graf, zaénite v E.

2) (graf 2z3): A-B,D; B-C,E; C-B,F; D-E; E-D,F;
F-nic

3) pisomka 2008

DFS pomocou expanzie vrcholu je pre SSK nevhod-
ny; protipriklad: aplny DAG na 3 vrcholoch, A-B-C, A
exp. B hore, C pod nim.

52 Serializacia a deserializacia grafu alias I/0
pointrovej struktury

Beziact program obsahuje v pamati “objekty” a pointry
na ne (okrem nezaujimavych statickych datovych
struktur). Program je pozastaveny a dynamicke data
sa nemania.

a) Navrhnite metodu, reprezentaciu dat a algoritmy,
ktore vam dovolia vypisat aktualny stav pamatovych
datovych struktur a nasledne ich z tohoto zapisu sprav-
ne zrekonstruovat do izomorfnej podoby. Objekty su
obecne roznych druhov, tj. rozne velke. Obecne mozete
pri vystupe a/alebo vstupe pouzit viacnasobny prechod
grafu odkazov.

b) Dokazete vystup a sucasne vstup spravit v jednom
prechode?

Hakersky kutik: Pri vystupe sa memusi robit konverzia
adries (a vyhladavanie/mapovanie), mozeme pouzivat
globalne adresy!

7.1 Min. kostra a cesty

53 Min. kostra

Pre graf na vrcholoch A,B,C,D,E,F,G,H s cenami hran
AB 5, AC 11, AD 6, AF 4, BD 3, BE 3, BC' 8, BG 8,
CE 2, CH 1, DF 9, DG 7, EG 9, EH 3, FG 10, FH
18, GH 12 spocitajte min. kostru:

a) Hladovy algoritmom.

b) Rozsirovanim z vrcholu A

¢) Rozsirovanim z vrcholu H

d) Vadia algoritmom zaporne hrany a zaporne cykly?
Daju sa odstranit v preprocesingu?

54 Hierarchicke klastrovanie ad minimalni kostra
hm, nedokoncene. ..
Hladovo spajam dva najblizsie vrcholy a nahradim ich
centrom klustru

- moznosti pre novy vrchol: 1) stred, 2) vazeny stred,
3) vzdialenostny stred
- impl: "halda” komponent, ak je novy vrchol ...

55 Dijkstrov alg.

a) Pre graf z minuleho prikladu spocitajte min. cestu z
A do H;

b) z E do vsetkych ostatnych (ina koncova podmienka)
¢) Ktore vrcholy su z C do vzdialenosti 15 2 Dijkstra je
prehladavanie ”best-first” s ocenenymi hranami (vylep-
Senie prehl. ”do sirky”); v umelej inteligencii sa D.alg.
pouziva s heuristikou pre odhad vzdialenosti do ciela
(cielovej mnoziny), ktora umozni zmensit pocet otvara-
nych vrcholov

56 Dijkstrov alg. - varianty a) MozZnd idea, ako
pouzit Digkstrov alg. na graf so zdporne ohodnoteny-
mi hranami, je pricitat k cene kaZdej hrany dostatocne
velké kladné ¢islo. UkdZte, Ze tento algoritmus neddva
spravne vysledky, tj. minimdlna cesta v upravenom grafe
nie je obecne zhodnd s minimdlnou cestou v povodnom
grafe (a nie je ju mozné jednoducho zrekonstuovat).

b) Ako je mozne "opatchovat” minuly algoritmus, aby
ddval spravne vysledky (Vo wvrchole uloZime obecnejsie
informdcie a vo vicSej pamdti)

¢) Iny sposob tpravy D.a. je dovolit prepocitavanie
ohodnotenia vrcholov, pri zmene. Odhadnite zloZitost

(zdola, najhorsi pripad) a pripadne ukdZte, Ze pocet
spracovanych vrcholov je aZ exponencidlny.

57 Alg. Belman-Ford, optimalizacie

a) Navrhnite heuristicki optimalizdciu, ktord umozni
neprechddzat v kaZdom cykle vietky hrany pri zachova-
ni korektnosti. Idea: aktivne vrcholy. (Zlepsi sa tymto
sposobom zloZitost v najhorsom pripade?)

b) Je mozné ukonéit prechddzanie hlavného cyklu skor
nez po n-1 prechodoch? Popiste postacujicu podmien-
ku.

¢) Je mozné pomocou aktivnychn vrcholov zistit pred
ukoncenim algoritmu, Ze sa v grafe nachddza zdporny
cyklus. Popiste podmienku.

58 Datamining Hladanie supportu

Hm. Vrcholy ohodnote formulami, hrany odpovedaju
operatorom pre zvacsovanie formuli. Mame syntaktic-
ke porovnavanie formuli a prah p. Ak formula f vybera
z pevnej “databazy” a relevantnych a b nerelevantnych
objektov, potom support f je a a presnost f je a/(a+Db).
a) Hladanie najlepsieho ohodnotenia (supportu) pre for-
mule daneho druhu.

b) Hladanie najdlhsich vzorov s nadprahovym suppor-
tom. (Dynamicke ukoncenie.)

¢) Hladanie najvacsej presnosti pri nadprahovom sup-
porte.



Idea pre tito ulohu pochadza z clanku (vzor citacie):
Jan Blatdk, Petr Kuba: Hleddni dastjch vzoru v datech
slozité struktury, in: Datakon 2003, ed. Lubos Popelin-
sky, Masarykova univerzita, Brno, 2003, pp. 193-203

59 Frekventovane itemsety ad Dijkstra.

- Je znama mnozina poloziek. Dalej je dany zoznam
podmnozin poloziek, zvanych transakcie. Mame najst
vsetky podmnoziny poloziek, ktore sa vyskytuju v mno-
hych transakciach (Viac nez prah; zoznam n najcastej-
sich)

- optimisticky odhad

- Dijkstra na implicitnom grafe

60 Dosazitelnost v grafe

a) Vysvetlite sposob pocitania dosazitelnosti (resp. vz-
dialenosti) pomocou nasobenia boolovskych natic, resp.
specialneho nasobenia.

b) Kolko vykonani nasobenia potrebujete na najdenie
vsetkych ciest az do dlzky n?

¢) Je mozne tento sposob pouzit, ak su v grafe zaporne
hrany?

d1) Definujte pojem "najkratsej cesty” tak, aby bol dob-
re definovany aj v grafe so zapornymi cyklami.

d2) Preco nejde algoritmus z (a) pouzit na (d1) ? (Me-
taotazka: Preco si mozem dovolit tuto otazku (d2), ak
neviem, aku definiciu ste si zvolili?)

61 Najdite min. ZAPOCET (05/06:a)
07/08: ¢)

Pre dane grafy urcite vsetky minimalne cesty, Floyd-
Warshallovym algoritmom, v prirodzenom poradi. Znak
-7 znamena neezistenciu (orientovanej) hrany:

a) na 4 wrcholoch A,B,C,D: -,8,8,-; -,-,4,~; 2,-,-,6;
6,12,15,- . Pre ZAPOCET wypiste matice vzdialenos-
ti po kazdom prechode hlavneho cyklu. (SebaKontrola:
3 zmeny v prvom cykle).

b) na 4 vrcholoch A,B,C,D: -,3,8,11; 12,-,2,-; -,13,-,4;
1,-,14,-. (na cvicenia!)

¢) na 4 vrcholoch A,B,C,D: -,2,6,-; -,-,8,-; 4,7,-,8; 1,5,-

)

cesty

62 Speciilne nasobenie matic « varianty.

a) Pre grafy z minulého prikladu spocitajte dizku viet-
kych najkratsich ciest pomocou Specidlneho ndsobenia
matic.

b) Je mozné ukoncit nasobenie skor, nez po logaritmic-
kom pocte hlavngch cyklov, ak sa hodnoty v matici v
poslednom cykle nezmenili?

c) Je moiné si pamitat pre rekonstrukciu cesty med-
zilahly vrchol, pre ktory sa naslo minimum? Ako sa v
tomto pripade zrekonstruuje cesta? Pozn. Klasické ur-
cenie minulého vrcholu na ceste odpovedd postupu, ako-
by sme vyhodnotili posledny medzilahly vrchol staticky

pri napliiovani matice a pri ¢itani ho zistili v O(1).
d) Zistenie vsetkych nagkratsich ciest (hrdn, resp. vr-
cholov) - viz Kritickd cesta.

63 Varianta F.-W.

a) Pre hladanie (vietkych) min. ciest v grafe s obecne
(aj zdporne) ohodnotenymsi hranami, ale bez zdpornych
cyklov je mavrhnutd tdto varianta F.-W. alg. Ndjdeme
najmensiu hranu s cenou -c a jej hodnotu c pricitame
ku vsetkym hrandm. Tym sa stand hrany nezdporné a
mozZeme pouzit klasicky F.-W. alg. pre hladanie min.
ciest. Dokdzte sprdvnost alebo nesprdvnost popisaného
algoritmu.

b) Je mozné hladat niektorymi algoritmami mazimdlne
cesty v grafe? Ktorymi, pripadne za akych podmienok.
¢) Je mozné ukondit pocitanie skor, neZ po uréenom po-
¢te hlavnych cyklov, ak sa hodnoty v matici v poslednom
cykle nezmenili?

d) Pri ru¢nom podcitani, ok jedna z ciest neni definova-
nd, riadok, resp. stlpec sa nezmeni. Zdovodnite.

e) Ak je na niektorom mieste najmendsie ¢islo v riadku
(alebo stlpci), musite toto miesto prepocitat? Tj. moZe
sa toto cislo zmenit?

64 Kritickd cesta v DAG (PERT) ZAPOCET
09/10 a), b)
Metodou kritické cesty pro acyklické grafy spo-
éitejte  délku  mazimdlni  (kritické) cesty, urdete
kritické cinnosti  a rezervy nekritickych  cinnos-
ti. Vrcholy grafu jsou A — H, ceny hran jsou:
AB10,AC8,AD1,BGY9,CG7,CH3,DB4,DC12,
EA5,ED6, FD2.

b) Pri tejto tdlohe typicky potrebujeme vsetky kritické
cesty, nielen jednu. Tj. obvykly zdznam jednoho pred-
chodcu nie je dostatocny. Popiste inu metodu, ako
zistit ktoré hrany a vrcholy leZia na (nejakej) kritickej
ceste.

b2) Upravte tito metddu, aby ste zistili, ktory vrchol
(hrana) je posledny na nejakej kritickej ceste.

¢) Popiste transformdciu (orientovaného) grafu s ohod-
notenymi vrcholmi na graf s ohodnotenymi hranami,
pre ktoré su urcené preberané algoritmy.

65 Viterbiho alg. ZAPOCET 11/12 a), a2), a3)
Je dany acyklicky orientovany graf s pocédtecnim vrcho-
lem Z a koncovym vrcholem S. Hrany jsou ohodnoceny
pravdépodobnosti prechodu mezi vrcholy. V kazZdém vr-
cholu kromé Z a S jsou dany pravdépodobnosti vypsdni
1 znaku z néjakée pevné abecedy . Pravdépodobnost ces-
ty je soucin pravdépodobnosti na hrandch cesty. Pravde-
podobnost vypsani urcité posloupnosti na dané cesté je
uréena soucinem pravdépodobnosti vypsdni jednotlivijch
znakd ve vrcholech. (Tj. hrany a vrcholy jsou nezdvislé.)



a) (Zjednoduseni: Vrstvy) Graf je navic vrstveny, tj.
vrcholy jsou rozdéleny do vrstev Vi, i = 0.k a hrany
vedou pouze mezi vrstvami V; a V1. Nultd vrstva ob-
sahuje pouze Z a posledni vrstva obsahuje pouze S. V
jednom vrcholu se vypisuje 1 znak a pak se pokracuje
hranou ddl. Propojeni mezi vrstvami neni v obecnosti
uplné.

Navrhnéte algoritmus, ktery k dané posloupnosti P
délky k — 1 najde (jeden) mejpravdépodobnejsi zpisob,
jak byla P vygenerovdna a vydd prislusnou cestu ze Z
do S.

a2) Odhadnéte sloZitost algoritmu.

a3) ProtoZe v obecnosti propojeni mezi vrstvamsi nent
uplné, cesta nemusi existovat. Navrhnéte (konzervativ-
ni) dpravu, aby néjakd cesta byla vidy vyddna.

b) Graf neni vrstveny, v jednom vrcholu se emituje 1
znak. Posloupnost must byt vypsdna presné mezi Z a S.

c) Jeden wvrchol vypisuje posloupnosti znaki délky
asporn 1.

d) Vrchol miZe vypsat (s urcitou pravdépodobnosti)
prazdnou posloupnost.

d2) Jak lze simulovat vkladdni, vypousténi (a zdménu
znaki) v posloupnosti? Chceme aby podobné cesty mély
(fadové) podobnou pravdépodobnost.

- V obecnosti: priuchod DAG je dynamické programo-
vani. Aplikace. Uréeni pravdépodobnosti z trénovacich
dat je jind (netrividlni) dloha.

V: (implicitne generovany graf), hladanie cesty v blu-
disku s (deterministickymi) nepriatelmi, najkratsej

V: povodi: hranovo oceneny strom s s sutokmi a n
pristavmi (na sutoku alebo rieke), so stepenim 0 —z. a)
Najst najdlhsiu cestu b) najkratsiu cestu c) cenu medzi
urcenymi vrcholmi / vsetky ceny 7?7 d) zistit, ci existuje
cesta danej ceny

metaotazka: Aky je vhodny, resp. najlepsi, tvar
vstupnych dat pre dany algoritmus. Tj. zlozitost pre-
procesingu pocitame samostatne.

66 LU rozklad
prevod (A=LU/I)-*Lna -1 (U/L -1), (L -1/I)- *L -
(/L)

... stranka V. Majerecha
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