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Abstrakt: Typovy systém Mizaru je pomérné sofistikovany — obsahuje celou
fadu vlastnosti, jako jsou zavislé typy, atributy, pfetéZovani, konstrukci podtypu,
struktury a dalSi. Tyto vlastnosti nemalou mérou pfispivaji k tomu, Ze forma-
lizace matematiky je v systému Mizar mnohem intuitivnéj$i neZ v ostatnich
systémech. Zaroven vyvstava potfeba verifikovat matematické poznatky forma-
lizované v Mizaru i v jinych systémech, aby se zvysila jistota, ze systém Mizar
pracuje korektné. Je tedy prirozené pokusit se rekonstruovat tento typovy systém
v jinych systémech pro formalizaci matematiky.

Tato prace navrhuje takovou rekonstrukci do systému HOL Light. Idea rekon-
strukce je reprezentovat typy Mizaru jako predikiaty v tomto systému (HOL
Light). Soucésti této prace je i pokus o co nejpiesné€jsi zachyceni relevantni ¢asti
typového systému Mizaru. V zavéru jsou pak uvedeny postiehy, které byly uci-
nény pii ndvrhu a ¢astecné implementaci navrzené rekonstrukce.
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Abstract: The Mizar type system is a relatively sophisticated system as it allows
for many properties, such as independent types, attributes, overloading, subty-
ping, structures and many others. All these properties make formalization of
mathematics more intuitive in Mizar that in other systems. However, there is
a need to verify mathematical results formalized in Mizar in other systems, so
that belief in consistency of Mizar system is strengthened. Attempts at recon-
struction of this type system in other mathematics formalization systems follow
directly from this requisite.

The present work seeks to reconstruct Mizar type system in HOL Light system.
The basic idea here is to represent Mizar types as predicates in this system (HOL
Light). The present work also aims at precise description of relevant parts of Mi-
zar type system. The thesis concludes by reviewing some of the insights that were
arrived at in the course of designing and implementing suggested reconstruction.

Keywords: type system, Mizar, HOL Light
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Kapitola 1

Uvod

1.1 Cil prace

Cilem této prace je navrhnout zpiisob, jak rekonstruovat typovy systém Mi-
zaru v systému HOL Light. Nejdiive bude popsdna hlavni ¢ast typového systému
Mizaru. Nésledné bude navrzen zpiisob, jak tento typovy systém pielozit do sys-
tému HOL Light. Nékteré ¢4sti tohoto prekladu budou pfimo implementovany,
aby byla ovéfena proveditelnost tohoto prekladu a aby byla postihnuta i jeho
technickd strdnka.

1.2 Motivace

Motivaci pro tuto préci jsou dva zdkladni poznatky:

e Typovy systém Mizaru je bohat$i neZ typovy systém systému HOL Light
— obsahuje struktury, zavislé typy, konstrukci podtypd, atributy a umoz-
nuje pretézovani predikati a funktort. Celd tato mnoZzina vlastnosti pak
umoziuje mnohem lépe zachytit, jak matematik typicky pfistupuje k ma-
tematickym objektim a jak je kategorizuje [MWO02]. Toto neni ndhodna
vlastnost, nebot’ pfi tvorbé tohoto typového systému, potazmo celého Mi-
zaru, se vySlo pravé ze studie zabyvajici se tim, jak matematici zapisuji
a prezentuji své matematické poznatky v odbornych ¢lancich. Timto se
systém Mizar odliSil t¢éméf od vSech ostatnich systémil pro formalizaci
matematiky [SchQ7]. Proto je velmi pfirozené snaZzit se rekonstruovat tento
bohaty a intuitivni typovy systém v jinych systémech se snahou vytézit
jeho pozitivni vlastnosti.

e Na druhou stranu nevyhodou Mizaru je, Ze jeho ovéfova¢ ma pomérné
komplexni implementaci, pricemz zdrojovy kdd tohoto ovérovace neni ve-
fejné pristupny. Navic neni ani mozné vypsat odvozeni atomickych krokt



dﬁkamﬂ které ovérovac nasel pfi verifikaci, tak, aby je bylo mozZné ovéfit
dal$im nezavislym ndstrojem[JUQ9]]. Tyto skutecnosti pak vzbuzuji pfiro-
zené pochybnosti, zda nemiiZe byt v ovéfovaci Mizaru chyba, ktera by
zpusobila, Ze by byly ovéfeny i dikazy, které nejsou logicky platné.

Proto se nabizi ptelozit dikazy zapsané v syntaxi Mizaru do jiného systému
a v ném je znovu ovéfit. Za predpokladu, Ze bude tento preklad korektni,
muiZeme sniZit pravdépodobnost, Ze je v ovéfovaci Mizaru chyba. Rekon-
strukce typového systému Mizaru v systému HOL Light je jednim z pied-
pokladt uskute¢néni takového piekladu. Navic, jak bude popsédno v [3.1]
systém HOL Light pouzivd LCF metodologii pfi implementaci ovéfovace,
a tudiz Ize o tomto ovérovaci s velkou jistotou tvrdit, Ze je korektni.

Ityto jiz ddle nedélitelné kroky jsou oznadeny v Mizaru kli¢ovym slovem by
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Kapitola 2

Mizar

Soucasnd podoba systému Mizar dosud nebyla v literatufe uspokojivé po-
psdna. Existuje nékolik rozsahlejSich starSich praci [Bon90, Muz93| [Try93],
které vSak uz neodpovidaji soucasnému stavu systému. Nékteré novejsi prace
[Wie99, Wiel], které se zabyvaji souCasnou verzi systému, zase zdaleka nepokry-
vaji cely systém, jsou spiSe jakymsi lehkym uzivatelskym tvodem.

Proto v této kapitole bude uveden na jednu stranu popis, ktery nezahrnuje
vSechny vlastnosti Mizarlﬂ na druhou stranu v popisovanych ¢astech byla snaha
byt co nejpresnéj$i— coz bude mit jisté vzhledem k absenci kvalitni dokumentace
svij nezanedbatelny piinos. ProtoZe cilem je pokusit se rekonstruovat typovy
systém Mizaru v systému HOL Light, jde autorovi pfedev§im o principy, nikoliv

vev s

0 co nejuplné;jsi popis vSech vlastnosti Mizaru (Casto nezdokumentovanych).

2.1 Zaklad systému

I kdyZ ndm jde ptfedevsim o typovy systém, nelze ve zkratce nezminit, na
jakych zakladech Mizar stoji.

Systém Mizar pouziva klasickou predikdtovou logiku prvniho féd Je
zaloZzen na Tarski-Grothendieckové teorii mnoZin, coZ je varianta Zermelo-
Fraenkelovy teorie mnoZin, ve které je axiom nekone¢na nahrazen Tarského

axiomem, ktery zarucuje existenci libovolné velkych siln¢ nedostupnych kardi-
nald P| [PROT].

2.2 Jazyk

V této casti bude stru¢né popsan jazyk Mizaru. I kdyZ nam jde o typovy
systém, bez stru¢ného popisu jazyka bychom se zfejmé neobesli. Jazyk Mizaru

'nepopisujeme napiiklad struktury
%y nékterych kontextech jsou dovoleny volné proménné druhého fadu
3coz mimo jiné implikuje axiom vybéru



je pomérné bohaty, popsany budou jen ¢asti, které jsou relevantni pro pochopeni
dal$iho textu.

2.2.1 Termy

Format termti nevybocuje z obvyklého pojeti termli v predikatové logice
[Wiell:

e Kazd4 proménnd je term.
e Pokud je f funktorovﬂ symbol, nésledujici zapis je také term:

(1o stm) [ (tms1s - sn)

Kdey,...,t, jsou termy. Argumenty funktoru tedy mizou byt i pfed funk-
torovym symbolem. Pokud se vyskytuje v seznamu jen jedna proménna,
lze zavorky vynechat.

e Kazdy term v zdvorkdch je také term.

2.2.2 Atomické formule

Mizar obsahuje dva typy atomickych formuli:

e Jsou to predikaty. Necht je R predikatovy symbol, potom nésledujici zapis
je atomickd formule [Wiel:

Hyoo st Ryt 1,1y
Kde t,...,t, jsou termy.

e DalSim typem atomickych formuli jsou kvalifikujici formule. Jejich tvar je
nasledujici:

tis 0
tisa

Kde t je term, 0 je typ a « je atribut. Vice lze nalézt v[2.4.7

40znageni Mizaru pro funkce



2.2.3 Formule

Format formuli je kratce shrnut v nasledujici tabulce [Wie], vlevo je zdpis
v bézném jazyce predikatové logiky, vpravo pak prepis do jazyka systému Mizar:

L contradiction
- not ¢
P Ny P&y
oVy ¢ory

o=y ¢ implies y
¢ =y ¢iffy
dx.y ex x being 0 st y
Vx.y for x being 6 holds y
Vx.(¢p = y) forx being 6 st ¢ holds y
Tento ptehled je zde uveden pfedevsim proto, aby bylo vidét, Ze pfi uvedeni nové
proménné pomoci existenéniho ¢i obecného kvantifikdtoru je potteba urcit typ
nové proménné.

2.3 Zavislé typy

Protoze Mizar pouziva zavislé typy, zac¢iné popis typového systému Mizaru
kratkym obecnym popisem zavislych typu.

Zavislé typyE] jsou typy, které mtizou zaviset na termech. Jde tedy o typy, které
jsou jistym zptisobem parametrizované. S typy, které jsou parametrizovany, se
miZeme setkat ve vétSiné modernich funkciondlnich programovacich jazykd.
Od zavislych typt se pak ale lisi tim, Ze tyto typy zavisi na jiném typu. Tyto
byvaji oznacovany jako polymorfni typy. Pti konstrukci polymorfniho typu je pak
vyzadovano, aby byl uveden jako parametr jiny typ. Jako pfiklad mtize poslouzit
typ 'a 1list z programovaciho jazyka OCaml. Pfedstavuje seznam prvkd typu
'a. Kdyz dosadime za typovy parametr ‘a konkrétni typ, napiiklad int list,
dostaneme nepolymorfni typ, v naSem piipadé seznam celych cisel.

Zavislé typy se lisi od polymorfnich typii v tom smyslu, Ze jako parametry ne-
vystupuji jiné typy, ale hodnoty (termy) pfislusného jazyka. Typickym piikladem
muZe byt typ Nat[n], ktery pfedstavuje pfirozend ¢&isla mensi nez n. Piikladem
instanciovaného typu je naptiklad typ Matrix[5,6], coZ jsou matice tvaru 5 x 6.
ProtoZe vak proménné jsou také termy, mizeme jako piiklad uvést i typ List[n],
coZ jsou vSechny seznamy délky n, kde n je nékde diive deklarovand proménna.
Zavislé typy nejsou piili§ asto implementovany, je tomu tak napiiklad v Depen-
dent ML, Coqu a také v Mizaru.

Sanglicky dependent types
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2.4 Typovy systém

Jak bylo zminéno v tGvodu kapitoly [2] sémantika Mizaru je zaloZena na teorii
mnozin. Pfi¢emzZ je podstatné, Ze jde o netypovanou teorii mnoZin. Presto vSak
Mizar obsahuje typy. Tyto typy ale nejsou vlastnostmi objektii (individui), ale
vyrazl (termt) jazyka Mizaru, které odkazuji na objekty teorie mnozZin. Jazyk
Mizaru tedy neni zaloZen na zadné teorii typt [Wie99].

Kazda proménna v Mizaru musi mit svij typ. Neni tedy dovoleno mit pro-
ménné nezndmého typu. Na zdkladé deklarace typu kazdé proménné lze urcit
jednoznacny typ kazdého termu [Ban03]. Typy Mizaru jsou tvofeny z tzv. méda
a atributfﬂ které budou déle popsdny samostatné.

JelikoZ kazda proménnd musi mit svij typ, déje se veskeré typovani v Mizaru
v uréitém kontextu, ktery predstavuje pravé typy volnych proménnych. Zpiisob
deklarovani kontextu je blize popsan v [2.5.1] Prozatim se spokojime s tim, Ze
kontext budeme oznacovat pomoci A, které bude predstavovat zobrazeni z pro-
ménnych do jejich typa.

2.4.1 Pretézovani

Typovy systém v Mizaru mimo jiné slouZi k pretéZovani predikata a funktord.
To znamend, Ze lze mit napiiklad predikéty stejného jména a o stejném poctu
argumentu, které se 1is{ v typech téchto argumentii. Je pak na systému, aby
vybral ,,spravnou® variantu podle typd skutecnych argumentti. Podobné jsou
pretéZovany i mody a atributy. Popis typového systému s timto pretéZovanim by
byl zbyteéné slozity]]

Proto predpokldadejme, Ze vstup je nejdiive predzpracovan v tom smyslu, Ze
jsou vSechna tato pretizeni vyhodnocena a pfislusna jména predikati, funktord,
médu a atributl jsou nahrazena jednozna¢nymi nazvy. Tedy kdyZ se budeme
odkazovat v predpisu urcitého typu na urcity méd, bude ndzev médu v tomto
predpisu jednoznacné odkazovat na piislusny mod, ktery byl ptivodné nalezen
pomoci vyhodnoceni pfetiZzeni — tedy z poctu a typu skute¢nych argumentt.
Ptredpoklad zjednozna¢néni jmen neni Zddnou djmou na obecnosti a umozni nim
zjednodusit ndsledujici popis typového systému.

242 Médy

Moédy definuji zdvislé typy (viz [2.3)). Zavisi tedy na dalSich termech, jejichz
typ a pocet je soucasti definice modu [Wie99]. Zde je ptiklad definice médu:

banglicky modes and attributes

7Z4pis n&jakého typu bychom nemohli chdpat jako typ samotny, ale spise jako typovy vyraz,
ktery bude teprve vyhodnocen na skutecny typ. Pfimy pfistup, jaky bude ddle pouZivéan (zapis
typu = typ), by nefungoval, protoZe stejny zapis typu by v riznych kontextech piedstavoval jiny
typ.
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definition

let a;,a; be set;

mode Function of aj,a is .. .;
end;

V této definici se definuje novy méd Function, ktery ma dva parametry (a; a az)
typu set. Jednd se tedy o zavisly typ, ktery zdvisi na dvou termech typu set.
Konkrétni definice tohoto médu byla vynechdna, ale intuitivné je jasné, Ze bude
definovat funkce z mnoziny a; do mnoziny a;.

Instanciaci médu termy dostaneme kofenovy tylﬂ Jako ptiklad se nabizi méd
Function:

Function of NAT,NAT
Function of A;B

V prvnim pfikladé€ je méd Function aplikovan na dva termy NAT, které oznacuji
mnoZinu pfirozenych ¢isel. Cely kofenovy typ pak reprezentuje vSechny funkce
z prirozenych Cisel do prirozenych Cisel. Druhy piiklad pak ukazuje, Ze jako
term je moZzné uvést libovolnou proménnou, kterd v§ak musela byt nékde diive
deklarovéina s néjakym typem — v nasem piipad€ nutné s typem set.

Aby nedoslo ke zmateni, neni na $kodu explicitné zddraznit rozdil mezi
dvéma dosud uvedenymi koncepty:

e mdd — konstruktor — predstavuje zavisly typ, po jeho aplikaci na termy
vznikd kofenovy typ

e kofenovy typ — konstrukce — vznikne instanciaci médu

Typ set je vestavény typ a je to jediny vestavény typ Mizaru. Kazdy kotfenovy
typ kromé typu set ma sviij nadtyp. Tento nadtyp musi byt uveden pfi definici
modu. Protoze typ set je jediny vestavény typ a jako jediny nemusi mit nadtyp,
je také nejobecné&jsim (nejvétsim) typem vzhledem k hierarchii typt. Hierarchie
kofenovych typli ma stromovou strukturu, v jejimz kofeni je typ set [Wie99].

2.4.3 Atributy

Jak bylo uvedeno v [2.4.2] hierarchie kofenovych typi ma stromovou struk-
turu. Tato vlastnost miZe nékdy vést k nepifjemnym problémim. UvaZujme pro-
meénnou A, kterd ma typ TopSpace — predstavujici topologicky prostor. Chtéli
bychom definovat novy méd Open-Closed-Subset of X, v definici pak musime
uvést nadtyp nové vzniknuvs$iho zavislého typu. Pfedstavme si, Ze uz jsme nékdy
difve definovali médy Open-Subset of X a Closed-Subset of X. V takovém pfi-
padé bychom chtéli, aby typy vzniklé z nového médu Open-Closed-Subset of X

8anglicky radix type
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mély jako nadtyp jak Open-Subset of X, tak i Closed-Subset of X. To ovSem
v Mizaru nejde, 1ze uvést jen jeden nadtyp [Try93]].

Resenim je zavést konstrukci, kterd by pfipominala adjektiva, kterd by nim
dovolovala modifikovat uz zavedené typy. Neboli dovolovala by ndm néasledujici
zapis:

open closed Subset of X
Na typ Subset of X jsme aplikovali atributy open a closed. Nyni tento typ ma
za nadtyp jakykoli typ vznikly vynechanim jednoho ¢i vice adjektiv. V naSem
pfipadé ma uvedeny typ za nadtypy closed Subset of X a open Subset of X
a samoziejmé Subset of X [Try93].

Konstruktory adjektiv jsou nazyvany atributy. Aplikovanim atributu na né-
jaky typ vznikne adjektivum. Atributy nelze aplikovat na libovolny typ, naopak
pro kazdy atribut je definovdna mnozina typi, na které je atribut aplikovatelny.
Pti definici atributu je uveden matetsky typ, na jehoz zdkladé se ur€uje mnoZina
typu, na které je atribut aplikovatelny.

Definice 1. Necht atribut @ méa jako mateisky typ 6. Necht < je relace podtypu
definovand v definici 8| Definujme mnoZinu typt X() ndsledovné:

Y(a) ={0[x] | x je slu¢itelné dosazeni vzhledem ke kontextu o}

Kde sluditelnost dosazeni je formalné definovana v definici|l13|a 6[x] je typ 6 po
substituci za vSechny proménné z kontextu o pomoci dosazovaciho zobrazeni )
— vice viz Pak definujme mnozinu typt Q(«) nasledovné:

Qla)={7|3reX(a)AnT <1}
Atribut «a je pak aplikovatelny na typ 7 pravé tehdy, kdyZz 7 € Q(o).

Vyhodou adjektiv je, Ze mohou byt ptiddvdna postupné, tedy poté co uz je

néjaky hlavni typ definovan. Umoziiuji tak vytvaret specidln€jsi ptipady typu, na
ktery jsou aplikovéna.

Automatické odvozovani atributu

Dalsi vlastnosti mechanismu adjektiv je moZnost automatizovat, Ze urcitd
mnozina atributii aplikovana na néjaky typ odvozujeﬂ jinou mnozinu atributd
aplikovanych na stejny typ. Tento fakt budeme znacit nasledovné:

A= B

NN oe

9Téz bychom mohli fict implikuje, ale budeme opatrn&jii, nebot’ popsany mechanismus je
slabsi neZ obecna vlastnost implikovani mnoziny atributt jinou mnoZinou. Hlavni rozdil spo¢iva
v tom, Ze vztah automatického odvozovani atributi musi byt nékde explicitné definovan, kdezto
implikace atributti (pokud chdpeme mnoZinu atributd jako jejich konjunkci) je fakt pfitomny sam
o0 sobé z logickych davoda.
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Uvedeny zdpis oznacuje, Ze mnozina atributi A aplikovanﬂ na typ 6 odvozuje
mnozinu atributd B aplikovanych na stejny typ 6. Pokud je tento fakt explicitné

< . Y ] . .
zaveden do systém _ budeme fikat, Ze vztah A = B je automatizovan. Pokud
prijmeme konvenci, Ze slovo is budeme pouzivat jako kvalifikaci, Ze néjaky objekt
ma urcity typ, 1ze odvozovani mnozin atributd piepsat formalné nasledovné:

Definice 2. Necht je A mnozina atributii a necht jsou tyto atributy aplikovatelné

na typ 6. Potom, pokud je automatizovan nasledujici vztah A N B, jeho pfesnd
sémantika je, Ze kdyZ xis A’ 6 aA C A’, potom i xis (A’ UB) 6.

Pro dalsi potfeby definujme mnozinu vSech atributi, které jsou odvozovany
jinou mnozinou atributd.

Definice 3. Necht je A mnozina atributii a necht jsou tyto atributy aplikovatelné
na typ 6. Pak definujme:

o ®(A,0)=U{B|A" =% BAA CA}

o ©,1(A,0)=U{B|A =% BAA CO;i(A,0)} proi=0,1,...

e O(A,0) = 0O takové, ze Vi > k.O; = O

O(A, 0) je korektné definovéano, nebot’ je vZdy automatizovano jen kone¢né

« , o 0 “ . . ;v .
mnozstvi vztahii A = B, a tedy nutné existuje k takové, ze Vi > k.0; = Q.

Mnozinu atributi mize také odvozovat néjaky funktor. Tento fakt budeme
oznacovat nasledovné:
o — A

Jeho pfesna sémantika je definovédna v nésledujici definici:

Definice 4. Necht je ¢ funktor a A je mnozina atributi. Potom, pokud je auto-
matizovén nésledujici vztah ¢ = A, jeho presnd sémantika je, Ze kdyZ A’ 0 je
ndvratovy typ funktoru ¢, potom i (AUA’) 6 je navratovy typ funktoru ¢.

Stejné jako u odvozovani atributd atributy definujeme mnoZinu vsech atri-
butii, které jsou odvozovany né€jakym funktorem.

Definice 5. Necht je ¢ funktor, pak definujme:

O(¢)=J{Blo = B}

19 Omezeni se na mnoziny aplikovanych atributii nenf Gjma na obecnosti, protoZe na poradi
aplikovanych atributd nezdleZi, jakdkoli jejich permutace oznacuje ekvivalentni typy, stejna
situace panuje i u vicendsobného zapisu stejného atributu.

"'Pro postup, jak lze tohoto docilit, viz[2.5.8
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244 Typy

Jak uz bylo neformalné pouzivano v predeslych oddilech, obecny typ v Mizaru
se sklada z kofenovych typu a typi dekorovanych posloupnosti adjektiv.

Definice 6. Necht jsou #1,1,,...,t, termy jazyka Mizar, necht je I" ndzev médu,
potom kofenovy typ mé obecné nasledujici tvar:

Iofty,6,...,t,

Aby byla definice korektni, musi termy ¢1,7,,...,t, definovat dosazeni slucitelné
s kontextem médu I' — vice viz

Definice 7. Typy Mizaru jsou definovany induktivné ndsledujicimi dvéma pod-
minkami [2}

1. Kazdy kofenovy typ je typ.

2. Pokud je 0 typ a o4, 00,...,04 atributy na néj aplikovatelné, pak je typ
i aplikace téchto atributli na 6:

apo...0u 0

Zatim popsany mechanismus dovoluje velmi lehce vytvofit typ, ktery neod-
povida Zadnému objektu. Naptiklad:

empty infinite set

Aby k takovym piipadiim nedochdzelo, musi uzivatel pii definici nového typu
zaroven dokézat, Ze tento typ je neprazdny, tedy Ze existuje néjaky objekt tohoto
typu. Takovy diikaz je vyZadovan pii definici médu a také je potieba dokazat,
které posloupnosti atributli aplikované na konkrétni typ definuji neprazdny typ.
Pokud nebude uvedeno jinak, budeme dale implicitné predpokladat, Ze pracujeme
s typy, které jsou neprazdné [SchQ7].

2.4.5 Relace podtypu

V této ¢asti bude formdlné definovano, kdy je néktery typ Mizaru podtypem
jiného.

12Uvedend definice je presnéjsi, neZ definice uvedend v [Wiel [Sch07, Ban03], kde je jako
obecny tvar uvedeno
o (Xz...(XkFOfl‘l,l‘L...,tn

Definice uvedend zde pripousti i aplikaci atributu na obecny typ, nejen na kofenovy typ —

o(B ).
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Definice 8. Necht jsou 71 a 7> typy, 0, 0, ..., 0y atributy aplikovatelné na 7y,
B1, B2, ..., B; atributy aplikovatelné na 7,. Déle mé&jme typy 0; = &) 0 ... 0% T
a0, =P B...B 1. Pak relace podtypu < na typech Mizaru je nejmensi relace
uspofédénﬂ spliiujici nasledujici podminky:

1. 71 < 17, pokud jsou 7| a 7, kofenové typy a 7, je nadtyp 7; nebo jsou T;
a T stejné kofenové typy

2. 0; <X 6, pokud je 71 = 1y a zdroven je

{Bl,ﬁz,...,ﬁl} - @({(XI,OCQ,...,OCk},Tl)

2.4.6 Typ termu

V tomto oddile bude definovano, jak Ize odvodit typ termu.

Definice 9. Definujme zobrazeni A(z,A) z termd jazyka Mizar do typu jazyka
Mizar, kde A je kontext, ve kterém jsou urceny typy vSech volnych proménnych
termu 7:

1. Pokud je r proménnd, pak jeji typ musi byt uveden v A. Necht'je A(r) =A 6,
kde A je mnoZina atributli. Potom definujme:

A(t,A) =0O(A,0)UA 6
2. Pokud je t funktor, necht’ je A 0 jeho ndvratovy typ. Potom definujme:
A(t,A) =B(AUB(9),0)UA UB(p) 6

2.4.7 Kvalifikujici formule

Mizar obsahuje dvé kvalifikujici formule — typovou a atributovou kvalifiku-
jici formuli.

Typova kvalifikujici formule

Typova kvalifikujici formule mé obecné tvar:
tisT

Kde ¢ je term a 7 typ. Tuto formuli 1ze obecné dokazovat pomoci defini¢nich vét,
které jsou automaticky generovany napiiklad pfi definici médu — vice viz[2.5.3]

Typovou kvalifikujici formuli vSak 1ze odvodit i pomoci téchto dvou pravidel,
ktera systém Mizar automaticky pouZziva:
Alt,A) =1
AFtisT

AFtis 6 0<0
Altis 6

Breflexivni, antisymetrickd a transitivni relace
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Atributova kvalifikujici formule
Atributova kvalifikujici formule mé obecné tento tvar:
tisa
Kdet je term a « je atribut. Aby tato kvalifikace méla smysl, musi platit [Muz93]:
A(t,A) € Q(a)

Dutvodem je vyziskan{ skrytych parametrt atributu — vice viz

Atributové kvalifikujici formule 1ze obecné dokazovat stejné jako u typovych
kvalifikujicich formuli pomoci defini¢nich vét — vice viz

Tyto formule lze ale odvodit i pomoci nasledujiciho pravidla, které systém
Mizar automaticky pouzivd, kde A je mnoZina atributli aplikovatelna na typ 0:

AF-tisAO oacEA
AFtisa

Formule 7 is . ... 04 je jen zkratka za
tisog &tisop & ... &tis oy

Pro tuto formuli tedy musi platit analogickd podminka jako v pfipadé kvalifikace
jen jednim atributem [Muz93||:

A(t,A) € Q(ay) ANA(t,A) € Q(a) A ... ANA(L,A) € Qo)
Coz lze ptepsat jako:

A1,A) € Q1) NQ(0r) N+ NQ()

2.5 Popis formatu definic

Informace jsou Cerpdny ze zastaralého [Muz93|], dale pak z oficidlni definice
syntaxe Mizaru [miz] a v pfipadé atributti a registraci jesté z [Sch07]. Nemala ¢ast
uvadénych informaci je pak vlastni vyzkum vychdazejici ze samotného pouZzivani
systému Mizar. Jak uz bylo zminéno v 2] neni popisovén cely jazyk Mizaru, ale
v C4sti, kterd je popisovana, je snaha o co nejvetsi presnost.

Pro potfeby vSech nasledujicich definic budeme ptfedpokladat, ze ¢ je per-
mutace na mnoziné {1,...,n}.
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2.5.1 Kontext

Jak bylo uvedeno v [2.4] kazdd proménnd pfi svém uvedeni musi mit defi-
novany svij typ. V nasledujicich popisech formati definic existuje na zacatku
definice obecnd konstrukce k uvedeni novych proménnych — let sekce. ProtozZe
je spolecna pro vSechny definice, bude obecné popsdna na zacatku. Tato sekce je
dilezitd predevsim v tom, Ze uvadi veskeré volné proménné, které se v prislusné
definici miZou objevit. Jiné volné proménné jsou zakazany.

Nejdiive zavedeme néjaké znaceni.

Definice 10. Definujme dva nové zapisy:

1. Zapis 6(xy,...,x,) oznacuje typ formatu A I" of 11,15, ..., 1, kde A je mno-

Zina atributii aplikovatelnd na piislusny kofenovy typ a t1,t2,...,#; jsou
termy a kde predevsim plati, Ze pro kazdé i = 1,. ..k, kdyZ je x proménnd
obsaZend v t;, pak x = x; pro n€jaké j=1,...,n.

2. Zapis O[xy,...,x,] vyjadiuje to samé co 0 (xy,...,x,) a navic musi platit, Ze
prokazdéi=1,...,nexistuje néjaké j = 1,..., k takové, Ze x; je obsaZena
Vi

J

Obecny tvar let sekce je nasledujici:
let x; be 6;,x, be 6,,...,x, be 0,;

Tato konstrukce uvadi nové proménné x; az x, a pfifazuje jim piislusné typy 6,
az 6,. Na tom by nebylo zase tak moc zajimavého, dilezité je vSak si uvédomit,
Ze pfii definici pfislusného typu 6; miiZze byt pouZita proménnd jako term, ktery
instanciuje piisluSny méd. A protoZe tato proménnd musi byt jiZ nékdy diive
uvedena a v§echny volné proménné v definici museji byt uvedeny v jeji let sekci,
musi mit tato proménnd typ 6; pro néjaké j <.

Definice 11. Obecny tvar let sekce tedy miZeme upfesnit do nasledujiciho for-
matu
let x| be 6}, x; be 92()61), ..., X, be Gn(xl, . ,x,,_l);

a let sekci v tomto formatu budeme fikat kontext.

Poradi definovanych proménnych v kontextu je tedy vyznamné a obecné
nemuZe byt libovolné zaménéno.

2.5.2 Slucitelnost dosazeni s kontextem

Nyni jiZ mdme definovany vSechny potfebné pojmy, abychom mohli definovat
slucitelnost dosazeni, kteryzto pojem byl doposud pouZivan spiSe neformalné.

18



Definice 12. Necht je C kontext tvaru:
let x; be 6;, x; be 92()61), ..., X, be Hn(xl, ... ,xn_l);

Pak y nazveme dosazeni vzhledem ke kontextu C, pokud je ) zobrazeni z mno-
ziny {xi,...,x,} do termd jazyka Mizaru.

Definice 13. Necht je C kontext tvaru:
let x| be 61, x; be 92()61), ..., X, be Gn(xl, .- ,anl);

Rekneme, Ze dosazeni x je slucitelné s C, pokud je y dosazeni vzhledem k C
a pokud plati:

Ax(xn),A) = Op(x1y-- s xn—1) X (x1) /%1, X (K1) /Xn—1]

Pokud tedy mdme definici médu:

definition
let x| be 61, x; be 92()61), ..., X, be 9,,()61, .- ,xnfl);
mode I" of x5(1),..., Xg(n) => ...

end;

Pak zapis

ILoft,0,...,1,

definuje dosazeni )} vzhledem ke kontextu médu I" ndsledujicim pfedpisem:

x2(xj) =t

kde 6 (i) = j.

2.5.3 Definice modu

Novy mdd Ize definovat dvéma zplisoby, pomoci konstrukce means a pomoci
konstrukce is.

Definice pomoci means

Definice m6du pomoci konstrukce means ma nasledujici tvar:
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definition
let x| be 6;, x; be 92()61), ..., X, be On(xl, el ,xn_l);

mode I" of x5 (1),...,X5(n) —> O(x1,...,%,) means

sl d(xy,. .., xp,it);

existence ...;
end;
Kde I' je ndzev nového médu a 0 (xy,...,x,) je nadtyp nové definovaného médu.
Dilezité je povSimnout si, Ze parametry modu Xg (1), . .., Xg(,) 0dpovidaji prave

jedna k jedné deklarovanym proménnym v kontextu, byt miizou byt uvedeny
v jiném poradi nez v jakém jsou uvedeny v kontextu.

Vlastni méd je potom definovan pomoci formule 9, kterd obsahuje speci-
aln{ proménnou it. Formule § pak pfedstavuje podminku, zda it patii do nové
definovaného mdédu, nebo ne. Jesté 1épe to miiZze byt pochopitelné na defini¢ni
véte, kterd je automaticky vytvorena systémem a na niz se 1ze pozdéji odkazovat
pomoci identifikatoru L. Jeji obecny tvar je nasledujici:

for x| being 0,,...,x, being 6,,y being 6 holds
yisTof xg (1), Xg(n) fF O (x1,. ., %0, ¥);
V sekci existence pak musi byt uveden diikaz nasledujiciho tvrzeni:
ex x being 0(xy,...,x,) st 8(x1,...,X,,%);
Tedy tvrzeni, Ze existuje objekt, ktery spliiuje podminku médu, a tedy nové defi-
novany méd definuje neprazdny typ. Nutnost dokdzat tento fakt byla diskutovana
vl2.44

Definice pomoci is

Definice médu pomoci konstrukce is ma nasledujici tvar:

definition
let x| be 6;, x; be 92(x1),...,xn be Qn(xl,...,xn,l);
mode FOfo(l)v---axc(n) is Q(Xl,...,xn);

end;

Tato konstrukce médu vlastné predstavuje moznost, jak lehce vytvaret jakési
zkratky pro uZz existujici typy. Naptiklad:
definition
let H be Group;
mode Endomorphism of H is Homomorphism of H,H;
end;

ProtoZe jde o zkratku typu, ktery uz existuje, neni systémem Mizar vyZzado-
véna Zadna existence sekce. Mizar pristupuje k této konstrukci jako k syntak-
tickému cukru, pfi zpracovani ¢lanku je kazdy vyskyt médu, ktery je definovan
pomoci is konstrukce, nahrazen typem uvedenym v jeho definici, tedy typem,
ktery zkracuje [Muz93]].
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2.5.4 Definice predikatu

Definice predikatu ma nasledujici tvar:

definition
let x| be 6;, x; be 92()61), ..., X, be Qn(xl, ... ,xnfl);
pred x5(1), - - -, Xo (i) I XG (1 1-1)5 - - - » X5 (n) MEANS
cL: S(xp, . ,xn);

end;

Kde II je nizev nového predikatu. Zadny existencni diikaz neni vyzadovin
a obecny format definicni véty je nésledujici:
for x| being 0y, ...,x, being 6, holds

xo(l), cee ,xd(k)HxG(kH), oo ,xc(n) iff 5(x1, N ,x,,);

Jako priklad ndm muzZe poslouzit definice predikatu vyjadiujictho délitelnost
dvou celych cisel:

definition
let i; be Integer, i) be Integer;
pred i; divides i means
: Def9:
ex i3 being Integer st i, =i xi3;
end;

2.5.5 Definice funktoru

Novy funktoﬂ lze definovat dvéma zpisoby, pomoci konstrukce means
a pomoci konstrukce equals.

Definice pomoci means

Definice funktoru pomoci konstrukce means ma nasledujici tvar:

definition
let x| be 6;, x; be 92()61), ..., X, be On(xl, el ,xn_l);
func (x5(1),- - X6 (1) @ Ko (kt1)s - - - Xa(n)) —> O(x1,...,x,) means
tL: O(xy,. .., xp,it);
existence ...;
uniqueness ...;
end;

14Budeme pouZivat terminologii Mizaru, ktera pouZiva termin funktor pro funkci. SnaZf se tak
odlisit funkci v jazyce logiky a funkci v teorii mnozin (mnoZina dvojic) [Wie|]. Termin funktor
tedy zde nemad nic spole¢ného s funktory v teorii kategorif.
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kde ¢ je nazev nového funktoru a 6(xy,...,x,) je typ hodnot, které funktor
vraci, neboli typ oboru hodnot funktoru ¢. Parametry funktoru

XG(1)s- -+ 1 Xa (k)Xo (k+1)s - - -1 XG5 (n)

opét odpovidaji pravé deklarovanym proménnym v kontextu.

Hodnoty funktoru jsou definovdny pomoci formule J, kterd piedstavuje pod-
minku na navratovou hodnotu it, pokud zndme n-tici argumenti funktoru. Aby
takto definovany funktor byl korektnim funktorem, je potfeba dokdzat o uvedené
definici 0 dvé vlastnosti:

a) Prvniznich se dokazuje v existence sekci. Dokazuje se ndsledujici tvrzeni:
ex x being 0(xy,...,x,) st 8(x1,...,X,,X);

tedy, Zze podminka & definuje pro kazdou n-tici argumentd asponi jednu
navratovou hodnotu.

b) Druhd vlastnost se dokazuje v uniqueness sekci. Dokazuje se pro zménu
toto tvrzeni:

for y,z being 0(xy,...,x,;) st 8(x1,...,x,,y) & O(x1,...,X,,2)
holds y = z;

tedy, Ze ndvratova hodnota — pokud existuje — je urena podminkou &
jednoznacné.

Zbyva jesté uvést format definicni véty:
for x| being 0;,...,x, being 6,,y being 6 holds

Y= (Xo(1)s- - Xa(k) P Ko (1) - - 1 X (n)) HFO (X1, -, X, )3

Definice pomoci equals

Definice funktoru pomoci konstrukce equals ma nésledujici tvar:

definition
let x; be 6;, x; be 6;(x),...,x, be 6,(x1,...,x,-1);
func (xc(l), - ,xc(k))(p(xc(k+1), o ,xo(n)) —> O(xl, o ,xn) equals
cL: S0k, ,xn);
coherence .. .;
end;

Tento formét definice mnohem vice odpovida tomu, jak jsou funkce definovany,
neZ je tomu v piipadé definice pomoci konstrukce means. A sice pomoci vy-
razu, ktery fik4, jak hodnotu funktoru ,,vypocitat®. Proto neni potfeba dokazovat
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podminku existence a jednoznacnosti jako v ptipadé definice pomoci konstrukce
means. Zato je potfeba dokazat, Ze vyraz definujici hodnotu funktoru ma sku-
te¢né typ O (x1,...,x,). Je potieba dokézat ndsledujici tvrzeni v sekci coherence:

O(X1,...yXn) I8 O(x1,...,%p);
Format defini¢ni véty je pak velmi pfimocary:
for x| being 0,....x, being 6, holds

(X5 (1)s -+ X6 (k) P (X (ks 1)5 - -1 X5 (n)) = O (X1, -, Xn)3

2.5.6 Redefinice

Redefinice jsou pomérné dilezitym prvkem Mizaru z pohledu typového sys-
tému. Umoziuji zménit — redefinovat— pivodni definici médu nebo funktoru.
Nas bude zajimat zména definice nadtypu, respektive typu oboru hodnotH Tento
typ nelze zménit libovolné, nybrz jen na typ, ktery je specidlnéjSi — mensi vzhle-
dem k relaci podtypu < — neZ typ uvedeny v ptivodni definici. Jinak feceno, typ,
ktery byl uveden v piivodni definici, je zménén na specialnéjsi. MoZnost takovéto
redefinice je dilezitd, protoZe praxe psani ¢lankl v Mizaru odpovida zdsadé, aby
uZzivatel zacal s co moZn4 nejobecnéj$i definici a postupné ji specializoval.

Abychom mohli redefinici provést, musi v ndsledujicich definicich platit tyto
dvé podminky:

1. Necht je kontext ptivodni definice nasledujici:
let x; be 6], x; be 05(x;),...,x, be 6)(x1,...,x,_1);
Potom musi platit, Ze pro kazdé i =1,...,nje 6, < 6.
2. Necht je piivodni nadtyp, respektive typ oboru hodnot 8’, pak musf platit,
760=<0.

Redefinice médu

Redefinice m6édu mé nasledujici tvar:

definition
let x| be 6;, x; be 92()61), ..., x, be 9n(x1, e ,xnfl);
redefine mode I of x;(y),. .., X5(,) => O(x1,...,%n);
coherence .. .;

end;

kde 6(xy,...,x,) je novy nadtyp. Aby byla redefinice korektni, musime v sekci
coherence dokéazat nasledujici tvrzeni:

for x being mode I" of x5 (}), ..., Xg(,) holds xis 6 (x1,...,x,);

151ze zménit i vlastni formuli, kterd definuje méd nebo funktor. Z hlediska typového systému
je ale tento typ redefinice nepodstatny, proto se mu nebudeme vénovat.
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Redefinice funktoru

Redefinice funktoru m4 nésledujici tvar:

definition
let x| be 61, x; be 92()61), ..., X, be 9,,()61, .- ,xnfl);
redefine func (x5 (1), ., X5 (k) @ (X5 (kt1)s - - - s Xa(n)) => O(X1, -+, Xn);
coherence ...;

end;

kde 0(xy,...,x,) je novy typ oboru hodnot. Aby byla redefinice korektni, musime
opét v sekci coherence dokazat ndsledujici tvrzeni:

(Xa (1)1 1 X6 (k) P X (k1) - - s X (n)) 18 O(X15 -, Xn);

2.5.7 Definice atributu

Definice atributu ma nésledujici tvar:

definition
let x; be 6;, x; be 6;(x1),...,x, be 6,(x1,...,x,_1),y be O[xy,...,x,];
attr y is @ means
sl S0k, xn,y);

end;

Kde a je ndzev nového atributu a 6(xy,...,x,) je matefsky typ nov€ definova-
ného atributu. Zde se poprvé setkdvame se znalenim 0[xy,...,x,] — matefsky
typ tedy musi povinné pouZzit vSechny definované nové proménné v kontextu.
I atribut mé tedy néco, cemu bychom mohli fikat parametry — xi, ..., x,, jsou to
ale skryté parametry. Pii aplikaci atributu na typ se nikde explicitné¢ neuvadéji.
Jsou ale ziskany z typu, na ktery je atribut aplikovan. Proto musi byt v matefském
typu vSechny doposud definované proménné kontextu pouZzité, aby se pfi aplikaci
atributu na typ mohly ziskat v§echny hodnoty jeho skrytych parametrti. Dosaze-
nim za tyto skryté parametry pak vznika adjektivum. Vidime zde tedy podobny
vztah jako byl mezi médem a kofenovym typem, ktery byl uveden v[2.4.3] I zde
je atribut jakysi konstruktor a adjektivum je konstrukce. Adjektivum zde vSak
nevznika explicitni instanciaci parametrd jako v pfipadé médu, ale pfi aplikaci
atributu na néjaky typ, kdy jsou hodnoty parametrti vyziskany z typu, na né&jz je
atribut aplikovan.

Vlastni atribut je, jak uzZ mohlo byt nékolikrat vidéno, definovdn pomoci
formule &, kterd obsahuje specidlni proménnou it. Formule & opét predstavuje
podminku, kterd urcuje, zda objekt it patii do nové definovaného atributu, nebo
ne. Pod identifikdtorem L pak bude v systému vystupovat defini¢ni véta nasledu-
jictho tvaru:

for x; being 0y, ...,x, being 6,,y being 0 holds
yis aiff §(xy,...,x,,y);
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Jistou odlisnosti definice atributu od ostatnich zde uvadénych definic je vlast-
nost, Ze vyse uvedeny tvar definice definuje nejen novy atribut ¢, ale také atribut
s ndzvem non o — napiiklad atribut non empty. Tento atribut pfedstavuje negaci
pivodniho atributu. Nen{ pro néj vygenerovana zadna defini¢ni véta, nybrz jsou
v samotném Mizaru zabudovana nésledujici odvozovaci pravidla:

AFtisnon
At not (tis )

AFnot (tis )
AFtisnon

kde ¢ je term a o atribut. Tato pravidla uz umoziuji dokazat, Ze néjaky term je
non ¢, pomoci defini¢ni véty pro samotné c.

Jak bylo popséano v [2.4.4] o kazdém typu, pokud jej chceme pouZivat, musi
byt dokazano, Ze je neprazdny. V piipadé kofenovych typt se tak déje pomoci
existence sekce v definici mddu, ze kterého kofenovy typ vzniknul. Aplikaci
atributi na kofenové typy vznikaji nové typy, tedy i zde musi prfijit ke slovu
mechanismus, pomoci kterého dokdzeme neprdzdnost tohoto nové vzniklého
typu. Dé¢je se tak pomoci existencidlnich registraci.

Jejich obecny format je nédsledujici:

registration

let x| be 6;, x; be Gz(xl),...,xn be 9n(x1,...,xn,1);
cluster o ... 04 O[xy,...,x,];
existence ...;

end;

Novy typ vystupuje za klicovym slovem cluster :
ap...0 G[XI,...,xn]

Samotnd neprdzdnost nového typu se dokazuje v sekci existence dokdzanim
nasledujici formule:

ex x being O[x,...,x,| st xis o ... 04

Velmi pifijemnou vlastnosti je princip dédi¢nosti existencidlnich registraci.
Necht jsou A a B mnoziny atributd a plati, Zze A C B. Potom registrace atributt
B s néjakym typem 6 zpiisobi, Ze registrace atributd A se stejnym typem 6 neni
potieba. Re¢eno jinymi slovy, registrace atributii B s typem 6 zpiisobi registraci
kazdé podmnoZiny atributl B s typem 6.
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2.5.8 Zaokrouhlovani

Mizar umi tzv. zaokrouhlovénﬁ Umoziuje automatické doplnéni atributt
podle urcitych pravidel. S prvnim z nich jsme se uZz setkali v Slo o odvo-
zovani jedné mnoziny atributii druhou. Toto odvozovani je definovdno pomoci
podminkové registrace. Dal$i moZnost, jak definovat zaokrouhlovéni, je pomoci
funktorové registrace.

Podminkova registrace
Obecny format podminkové registrace je nasledujici:

registration

let x| be 61, x; be 92(X1),...,Xn be Gn(xl,...,x,,_l);
cluster o ...05 —> By ... By Olxy, ..., x];
coherence ...;

end;

Tato definice definuje nésledujici automatické odvozeni adjektiv:

(o, o0} == (Bi,.... B}

Format definice umoziiuje, aby nebyl zadny pfedpoklad odvozen{ atributti, tedy
aby se v definici k = 0. AvSak [ > 1.

Funktorova registrace
Obecny format funktorové registrace je nésledujl’ci

registration

let x| be 6;, x; be 92(x1),...,xn be Qn(xl,...,xn,l);
cluster (xc(l),. .. ,xc,(k))(p(xa(kH),. .. ,xo(n)) —->0p...0;
coherence ...;

end;

6anglicky rounding up

17V Mizaru je pouZit siln&jsi mechanismus. Je moZné obecné registrovat termy a ne jen funktory
— tedy nékteré proménné x; v uvadéné definici miZou byt instanciovany.
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Kapitola 3

Preklad typového systému

3.1 HOL Light

Systém HOL Light pouZziva klasickou logiku vyssiho fddu s axiomy neko-
necna, extensionality a vybéru. Je zaloZen na jednoduse typovaném A-kalkulu
s polymorfnimi typovymi proménnymi (Hindley-Milner), tedy kazdy term je bud’
proménnd, konstanta, aplikace nebo abstrakce [JHO6, GorO8]].

Systém je implementovan podle LCF metodologie — obsahuje tzv. ,,doka-
zovaci jédro‘ﬂ které definuje deset zakladnich odvozovacich pravidel. VSechny
dokdzané véty (teorémy) v systému maji typ thm a odvozovaci pravidla z doka-
zovaciho jadra nejsou pak nic jiného nez funkce, které maji jako navratovy typ
pravé typ thm. Napiiklad odvozovaci pravidlo EQ_MP, modus ponens pro rov-
nost, je funkce, kterd ma typ thm X thm — thm. Pokud jako argumenty dostane
véty I' - p =q a AF p, vrati novou vétu I'UA + g. Definuje tedy odvozovaci
pravidlo [HarO7]:

I'Ep=gq At p
'UAk¢q

Pouzivéani pouze deseti zdkladnich odvozovacich pravidel pro dokazovani by
bylo prili§ pracné. Uzivatel vS§ak miZe naprogramovat libovolné sofistikované
dalsi dokazovaci procedury. MiiZe tedy vytvofit libovolné dalsi vrstvy, které mu
umozni dokazovani na mnohem vyssi drovni, neZ jakou poskytuji zdkladni odvo-
zovaci pravidla. Klicovou vlastnosti LCF metodologie je, Ze typ thm je abstraktni
a hodnoty tohoto typu miiZou byt vytvéaieny jen pfedem definovanymi funkcemi
—ato je pravé téch deset zdkladnich odvozovacich pravidel dokazovaciho jadra.
jejich implementaci pouZit jen odvozovaci pravidla z dokazovaciho jadra. Otazka
korektnosti odvozovani v systému HOL Light se tak diky LCF metodologii re-
dukuje na otdzku korektnosti dokazovaciho jadra. A toto jadro, protoZe obsahuje

Langlicky proof kernel
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jen deset zdkladnich odvozovacich pravidel, predstavuje jen velmi malé mnoZstvi
kc’)duﬂ které musi byt ovéfeno, Ze je korektni. Proto je systém HOL Light velmi
lehce rozsSifitelny a zdroven velmi spolehlivy [HarO7, JHO6].

3.2 Neformalni popis

Vlastni systém HOL Light nabizi mechanismus pro vytvafeni novych typu.
Pokud mame néjakou neprazdnou mnoZinu hodnot typu 0 definovanou jeji cha-
rakteristickou funkci P typu 6 — bool, lze pomoci vhodného volani funkce
new_type_definition definovat novy typ, ktery bude reprezentovat pravé
hodnoty dané charakteristickou funkci P. Staci pouze dokdzat, Ze P definuje ne-
prazdnou mnoZinu. Funkce new_t ype_definition pak vraci dvojici bijekci,
které zobrazuji novy typ do typu 6 a zpét. To je takika stejny mechanismus,
jaky je pouzivan v Mizaru. Tam jsou také nové typy tvofeny jako podmnoZiny
néjakého uz existujiciho typu pomoci podminky na prvky nového typu. Problé-
mem vsak je, Ze Mizar pouZiva zavislé typy. A tento typ miiZe tieba obsahovat
proménnou, pies kterou se kvantifikuje ve formuli, kde je tento typ pfitomen,
napiiklad:

ex x being 6 st for y being 6'[x] holds y(y);

Pokud bychom dosadili za x v existencni kvantifikaci svédka, zménil by se i typ
proménné y, protoZe jeji typ zdvisi na proménné x. A to predstavuje problém,
protoZe pokud by 6'[x] byl typ systému HOL Light, byl by typ promé&nné y pevné
dan a nemohl by se zménit tim, Ze bychom za x dosadili n¢jakého svédka.

Proto se zda, ze pfimo typovy systém systému HOL Light neptijde vyuzit.
Budeme muset typovy systém Mizaru néjak simulovat piimo logickymi pro-
stfedky systému HOL Light. Jako inspirace mize slouzit prace [BJ93], ve které
autofi navrhli pfevod zdvislych typli — formulovanych Martin-Lofem v jeho
intuicionistické teorii typi — do systému HOL. Zakladni mySlenka je prosta,
reprezentovat typy jako predikaty. Tuto zdkladni myslenku pouZijeme a modifi-
kujeme ji pro potieby piekladu typového systému Mizaru.

Jako predikat je v systému HOL Light chapana jakakoliv funkce nésledujiciho
tvaru:

P:0 — bool

Ta tvrdi o argumentu typu ¢ zda m4, ¢i nemd vlastnost P. My jako predikaty pro
potfeby naseho prekladu budeme chépat funkce ponékud specidlnéjsiho tvaru:

P.oy—:+— 0, — 0—bool

Tedy budeme uvazovat, Ze predikdt mize mit néjaké parametry. V uvedeném
tvaru je téchto parametrd n a maji typy o;. Ve skutecnosti nebudeme potiebovat

Zjen okolo 500 fadki kédu v OCamlu véetn& pomocnych funkci
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takovou typovou obecnost parametri predikatu, nybrz si pro cely pieklad zvolime
jeden pevny atomicky typ GEﬂ ktery bude reprezentovat objekty systému HOL
Light, a témto objektim budeme pfifazovat pielozené typy Mizaru. Situace se
miZe stat ponékud nepirehlednou, nebot’ tu mame nékolik pojmi typu, které
vystupuji na rizné metatirovni.

OCaml

HOL Light

prevedeny
Mizar

Obrazek 3.1: Metadrovné typovych systému

Schematicky je situace zachycena na obrazku [3.1] OCaml je programovaci
jazyk, ve kterém je systém HOL Light implementovdn. Ocaml zde hraje roli
matajazyka, pomoci kterého uvazujeme o logice syst¢ému HOL LightE] Pomoci
funkci Ocamlu Ize pfidavat nové definice do systému HOL Light nebo tfeba
manipulovat s vétami systému HOL Light. Ocaml, jako celé fada jinych funkcio-
nélnich jazyki, obsahuje typy. Systém HOL Light také obsahuje typy, jsou to typy
termd, které vystupuji v jeho logice. Jsou to tedy typy vyrazi z jazyka systému
HOL Light. To je rozdil mezi OCamlem slouZicim jako metajazyk a systémem
HOL Light jako jazykem.

Situace se jeSté ddle zkomplikuje, pokud za¢neme uvazovat typy prelozené
z Mizaru. Ty predstavuji dalsi droven a tfeti ,,druh® typd. Tyto typy budou
simulovany pomoci predikati systému HOL Light a budou pfifazovany objektim
logiky systému HOL Light, které maji pevné zvoleny typ (ve smyslu typ systému
HOL Light) 0. Snad bude po tomto vysvétleni dale z kontextu patrné, k jaké
trovni v dané chvili zminény typ patfi.

Uvedme piiklad, ktery zdkladni mySlenku piekladu jesté vice objasni. Méjme
nasledujici typovou kvalifikaci v Mizaru:

y is empty Element of X

3Tedy o nenf ani funkéni typ, ani typova proménna.

4V implementaci je zvolen typ set, ktery je definovan pomoci funkce new_t ype.

>Ocaml Ize povaZovat za dialekt jazyka ML, jehoZ nazev je zkratkou terminu metalanguage
— Cesky metajazyk.
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Tato kvalifikace bude pteloZena do systému HOL Light nésledovné:

Iempty y /\ IElement X y

Symboly Iempty @ IE1ement jSOu predikaty, které odpovidaji atributu empty, re-
spektive kofenovému typu Element. Jejich typy jsou nédsledujici:

Lempty : 0 — bool

Iglement : 0 — O — bool

Lempty je tedy predikat, ktery pfifazuje objektiim typu ¢ vlastnost byti prdzdnym
a predikat Ig)ement prifazuje zase objektim typu o vlastnost byti podmnozinou
X, coZ je jeho prvni parametr.

Pokud si tedy pevné zvolime né&jaky typ o, budou mit predikdty s n parametry
néasledujici tvar:

P.o—---— 00— 0—Dbool
N————
n-krat

V nasledujici tabulce je neformdln€ shrnuto, jak je rekonstrukce provedena.
Detaily budou vysvétleny v dalSim textu.

Mizar \ rekonstrukce v systému HOL Light
kofenovy typ predikdt

adjektivum predikat

typ konjunkce adjektiv a kofenového typu

deklarace pfifazujici pro- | predpoklad, Ze x spliiuje formuli odpovidajici
ménné x typ 0 typu 0

kontext seznam predpokladl ve specidlnim tvaru

predikat predikat sytému HOL Light (libovolna funkce
do typu bool)

funktor funkce

3.3 Defini¢ni rozsireni systému HOL Light

Ze zatim popsané idey prekladu plyne, Ze bude tfeba rozsitit systém HOL
Light o nové konstanty, které budou odpovidat ndmi nové definovanym funkcim
reprezentujicim typy, funktory a predikaty. Jednou z moznosti je pouzit funkci
new_constant a poté vlastnimi prostfedky dokdzat definicni véty, které by
tyto nové konstanty charakterizovaly. Systém HOL Light ale poskytuje nékolik
funkcfi pro defini¢ni rozsiteni:

e new definition — funkce ma typ term — thm. Jako argument vystu-

N 24

puje term v pfedem ur¢eném tvaru. Tento tvar mize byt obecnéjsi nez tvar,

ktery zde bude uveden. Nam vSak postaci jeho specidlnéjsi podoba. Tedy
podoba, kterou budeme vyuZivat, je nasledujici:
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CX1X0...Xp =1

kde c je ndzev nové konstanty, x1 X5 ... X, jsou jeji argumenty a t je hodnota
nové konstanty, ve které vSechny volné proménné jsou obsaZeny mezi
X1 X3 ... X5. Funkce vraci defini¢ni vétu charakterizujici nové uvedenou
konstantu. Tato véta ma nésledujici tvar:

| —!%1 X9 ... Xp.CX1 X9 ... Xp =t

e new_specification — funkce ma typ string list — thm — thm.
Funkce se 1i$i od funkce new_ definition tim, Ze nedefinuje novou
konstantu pomoci termu, ktery by uddval jeji hodnotu (tedy pomoci rov-
nosti), nybrz pomoci tvrzeni, které charakterizuje jeji hodnotu. Tvar volani,

ktery zde bude uveden, opét odpovida ponékud specidlnéjSimu tvaru, ale
plné bude stacit naSim potfebam:

new_specification [’¢”] | — 7x.t

V prvnim argumentu se uvede ndzev nové konstanty. Term t v druhém
argumentu predstavuje ono zminiované tvrzeni, které charakterizuje kon-
stantu c tim, Ze na ni klade podminku skrze jedinou volnou proménnou x
v termu t. Druhy argument je pak tvrzeni, které tvrdi, Ze existuje takova
konstanta, kterd danou podminku spliiuje. Navratovou hodnotou funkce
new_specification je ndsledné tvrzeni, které novou konstantu cha-
rakterizuje. Vzhledem k povaze druhého argumentu je jeho tvar velmi
pfimocary:

| = tlc/x]

3.4 Preklad jazyka

V této Casti definujeme formélné zobrazeni T, které ndm bude prekladat
konstrukce jazyka Mizaru do systému HOL Light. Nejdiive vyfeSme problém
s identifikdtory pro médy, atributy, predikaty a funktory. Pfedpokladejme, Ze pro
kazdy takovy identifikdtor A 1ze nalézt identifikdtor I,, ktery bude odpovidat
lexikdalnim konvencim systému HOL Light a bude jednoznacny. Déle definujeme
pomocna zobrazeni Ty, Tiyp a Teon, kterd ndm budou prekladat atributy, typy
a kontexty Mizaru.

Definice 14. Definujme zobrazeni T,, z atributi Mizaru do jazyka systému
HOL Light. Necht je atribut o aplikovatelny na typ 7 a je definovan nasledujici
definici:
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definition
let x| be 6;, x; be Gz(xl),...,xn be On(xl,...,xn_l),y be G[xl,...,x,,];
attr y is @ means

end;

A necht’je 7/ kofenovy typ vyskytujici se v typu 7. Pak nutné existujfﬁ dosazeni
sluditelné s kontextem a takové, Ze 6[x] = 7’. Potom definujme

Taw (0, 7,1) = Ta(T(2(x1))) - (T(X (%)) (T(2))

Definice 15. Definujme zobrazeni Tyy, z typl Mizaru do jazyka systému HOL
Light. Definice sleduje induktivn{ definici typt uvedenou v [2.4.4]

e Pokud je 6 kofenovy typ tvaru:
ofry,....t,

pak
Tiyp(6,7) = Ir(T(t1)) .. (T(tn))(T(2))

e Pokud je 0 typ tvaru:
o...0 T

pak
Typ(6,1) = Tur(@,7.8) /\ . /\ TG 7,8) /\ Tup(z.1)
Definice 16. Necht je C kontext tvaru:
let x; be 01, x; be 6,(x;),...,x, be 6,(x1,...,x,—1);

Potom definujme zobrazeni T¢o, z kontextll jazyka Mizar do seznamu piedpo-
kladu systému HOL Light nasledovné:

Tcon(c) = Ttyp(elaxl)7Ttyp<92<xl)7x2)a e 7Ttyp<9n(xlv-- . 7xn71):xn)

Definice 17. Definujme zobrazeni T z formuli jazyka Mizaru do jazyka systému
HOL Light nasledujicimi rovnostmi:

e Preklad termt a predikatd sleduje induktivni definici téchto konstrukei:

T((t1,-stm) f (tmsts - stn)) = Le(T(21)) oo . (T(t) ) (T(tig1)) - - - (T(22))
T((t1,. - tm) R(tmt1, - 10)) = In(T(t1)) ... (T(t)) (T(tis1)) - .. (T(2n))
bplyne z deﬁnice
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e Preklad kvalifikujicich formuli:
T(tis 0) = Tyyp(0,1)
T(tis &) = Tae(0t, A(2),1)

e Preklad formuli s vyrokovymi spojkami je pfimocary a je zde uveden spiSe
pro tplnost:

T(contradiction) =F
T(not 9) = ~T(9)
T(¢ & y) =T(9) /\ T(v)
T(¢ ory) =T(¢) \/ T(y)
T(¢ implies y) = T(9) ==> T(y)
T(¢ iff y) =T(¢) <=> T(y)

e Slozitéjsi je preklad formuli s kvantifikatory:

T(ex x being 0 st y) = 7x. Ty (0,x) /\ T(y)
T(for x being 6 holds y) = !x. Ty, (0,x) ==> T(y)
T(for x being 6 st ¢ holds y) = !x. Tyyp(0,x) ==> T(9) ==> T(y)

V prekladu formuli s kvantifikdtory jsme mohli piimo specifikovat, jaky
typ systému HOL Light maji vdzané proménné. Naptiklad takto pro obecny
kvantifikétor:

7% : 0. Typ(0,x) /\ T(¥)

Pak by bylo velmi dobfe vidét, jak pouzivame nékolik drovni typl. Vazané pro-
ménné x je v systému HOL Light pfifazen typ ¢ a zdroven pomoci konjunkce
predikatu, kterd vznikne jako vysledek pfekladu Ty, (6, x), typ Mizaru 6. Expli-
citni pfifazeni typu o vSak neni tfeba, nebot inferenéni mechanismus typového
systému systému HOL Light ho odvodi sam. Diivodem je fakt, Ze vazané pro-
ménné je ndsledné pfifazen typ Mizaru pomoci néjakého predikétu, ktery ma za
typ svych parametrti 6. Inferen¢ni algoritmus Hindley—Milner pak velmi snadno
muZe odvodit, Ze i x ma typ ©.

Pokud tedy mame néjaké tvrzeni ¢ Mizaru v kontextu C, preloZilo by se do
systému HOL Light nésledovn

Teon(C)| = T(9)

"Takové tvrzeni se musi samoziejmé v systému HOL Light dokdzat, zde nim jde pouze
o syntaktickou stranku ptekladu.
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3.5 Prevod definic

V této Casti budou pouzivany odvozovaci funkce systému HOL Light —
napiiklad funkce DTSCH_ALL nebo CONJUNCT 1. Dokumentaci k témto funkcim
Ize nalezt v [HarQ9]].

3.5.1 Prevod definice modu

Definice nového symbolu

M¢gjme definici médu v Mizaru:

definition
let x| be 6;, x; be Qz(xl),...,xn be Qn(xl,...,xn,l);
mode FOfo(l),...,xo(n) —-> G(xl,...,xn) means
tL: S(xq,. .., xp,it);
existence ...;

end;

Vyuzijeme funkce new_definition piedstavené v 3.3 Tuto funkci zavo-
ldme s nésledujicim argumentem:

It Xg(1) - Xo(@) ¥ = T(0,y) /\ T(8)[y/it]
Toto by mohlo svadét k tomu, uvést jako definici Ir pouze pieklad formule 6. Ale
je nutné si uvédomit, Ze sémantika nového typu v Mizaru je uréena podminkou 6,
které ndm vymezuje novy typ jako podmnozinu hodnot typu 6. Z tohoto divodu
je potfeba dodat podminku na y, které nemuze byt libovolné. Ostatné 1ze to vidét
1 z tvaru existencni véty, kterd je do systému HOL Light pfeloZena nésledovn%

Teon(C) | = 7. Tiyp(8,x) /\ T(8)[x/1t]
kde C je kontext vy$e uvedené definice médu. Rik4, Ze dany méd je neprazdny
tim, Ze tvrdi, Ze existuje objekt, ktery spliiuje definici médu. A po preloZeni do
systému HOL Light je vice neZ patrné, Ze soucasti této definice je i poZadavek
na typ onoho objektu y.

Symbol Ir bude definovan v systému HOL Light s nasledujicim typem:
In:0—:--+-—0— 0 —Dbool
~—
n-krat
Volanim funkce new_definition s vySe uvedenym parametrem pak dosta-
neme ndsledujici tvrzenﬂ:

‘ — !Xo(l) - Xg(n) Y- Ir X5(1) -+ Xg(n) ¥ <=> T(@,y) /\ T(5)[y/it]

Z tohoto tvrzeni odvodime nadtypovou vétu a defini¢ni vétu.

8Protoze vime, jak C vypad4, mohli bychom misto Teo, (C) psat Tiyp(01,%1), o, Tiyp(On,%n).
Z divodu tspory mista v§ak budeme pouzivat vétSinou prvni formu zéapisu.

9Rovnost mezi vyrazy typu bool je vypisovina jako ekvivalence ( <=>), i kdyZ intern& jde
porad o rovnost. Budeme tuto notaci dodrZovat.
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Odvozeni nadtypové véty

Nadtypova véta ma nésledujici tvar

Teon(C), Ir X5(1) - Xo(m) ¥ | — T(6,y)

a pfimocare zachycuje sémantiku nadtypd. Neboli pfi kontextu C a pokud je y
typu Ir Xg5(1) .- Xg(n)»Je ¥ také typu 6. Bude nam slouZit k dokazovani, Ze n€jaky
typ je podtypem jiného. Tuto vétu ziskdme nasledujicim odvozenim:

| = Xo(1) -+ Xo(m) V- It Xo(1) - Xo@m) ¥ <=> T(0,y) /\ T(6)[y/it]
| = Ir Xg(1) - Xo(m) ¥ <=> T(0,y) /\ T(d)[y/it] o B IMP RULE
| = Ir Xg(1) - Xo(m) Yy ==> T(0,y) /\ T()[y o
/

SPEC_ALL

/it]
UNDISCH
It Xg(1) - Xo@) ¥ | — T(8,y) /\ T(8)[y/it] ot
| —Ir X5(1) -+ Xo(n) ¥ ‘ - T(97Y>
DISCH_ALL

| = Ir Xg(1) -+ Xo(m) ¥ ==> T(0,y)
Tcon(c) | — Ir Xg(1) - Xg(n) Y ==> T(Q,y)

Teon(C), Ir Xg(1) - Xo(m) ¥ | — T(6,Y)

ADD_CONTEXT C

UNDISCH

Odvozeni definicni véty

Defini¢ni véta vznikne preloZenim defini¢ni véty pro médy v Mizaru, jak byla
definovéana v[2.5.3] Nejdfive odvodime dvé implikace ¢; a ¢,:

| = X5(1) - Xo(m) V- It Xo(1) - Xo@m) ¥ <=> T(8,y) /\ T(6)[y/it]
| = Ir Xg(1) -+ Xo(m) ¥ <=> T(0,y) /\ T(6)[y/it]
| = Ir Xg(1) -+ Xo(m) ¥ ==> T(0,y) /\ T(6)[y/it]

SPEC_ALL

fst o EQ.IMP_RULE

UNDISCH
It Xg(1) - Xo@) ¥ | — T(0,y) /\ T(6)[y/it]
- CONJUNCT2
| = Ir Xg(1) - Xo(@) ¥ | — T(8)[y/it]
- DISCH_ALL
(¢1) | —Ir Xg(1) - Xo@) ¥ ==> T(J)[y/it]
| = %6 (1) -+ Xo(m) V- It Xo(1) -+ Xo(m) ¥ <=> T(0,y) /\ T(8)[y/it]
SPEC_ALL
| = Ir Xg(1) -+ Xo(m) ¥ <=> T(0,y) /\ T(6)[y/it]
- snd o EQ_IMP_RULE
| = T(6,y) /\ T(8)[y/it] ==> Ir Xg(1) - Xo(m) ¥

rewrite IMP_IMP
= T(0,y) ==> T(8)[y/it] ==> Ir Xo(1) - Fom) ¥

(2) T(0,y) | — T(8)[y/it] ==> Ir X5(1) - Xo(n) ¥

UNDISCH
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SloZzenim dokédzanych implikaci a nékolika ipravami dostaneme pozadovany tvar
defini¢ni véty:

¢,
T(0,y) | — Ir X5(1) - Xo(m) ¥ <=> T(8)[y/it]
| = T(6,y) ==> Ir X5(1) - Xg(m) ¥ <=> T(8)[y/it]
Teon(C) | — T(0,y) ==> Ir Xg(1) - Xo(m) ¥ <=> T(0)[y/it]
Teon(C), T(8,y) | — Ir X5(1) =+ Xo(n) ¥ <=> T(6)[y/1it]
| = 1%1. Tiyp(61,x1) ==> ... 1x0. Tiyp (6, %) ==>
ly.T(0,y) ==> (Ir Xg(1) - Xo(m) ¥ <=> T(8)[y/it])

IMP_ANTISYM_RULE

DISCH_ALL

ADD_CONTEXT C

UNDISCH

DISCH_CONTEXT

3.5.2 Prevod definice predikatu
Definice nového symbolu

M¢éjme definici predikdtu v Mizaru:

definition
let x| be 6;, x; be 92()61), ..., X, be 9n(x1, ... ,xnfl);
pred x5(1), - - -, Xo () IXs (1 41)5 - - - » X5 (n) MEANS
cL: 8(xr,. e ,xn);

end;

Pomoci funkce new_definition s ndsledujicim argumentem definujeme
novy symbol:
In XG(i) Xc(n) = T(6)
Symbol I bude mit v systému HOL Light tento typ:
Ig:0 —---— 0 — bool
N—_————
n-krat

Funkce new_definition pak vrati nasledujici tvrzeni:

| — !Xo(l) «+ Xg(n)- I X5(1) - Xo(n) <=> T(5)

Odvozeni definicni véty

Defini¢ni véta vznikne stejné jako u definice médu preloZenim piislusné de-
fini¢ni véty z Mizaru. Ackoliv by se mohlo zdét, Ze jsme jako vysledek volani
funkce new_definition dostali defini¢ni vé€tu, neni tomu tak. Ziskané tvr-
zeni nemd presné jeji tvar. Proménné zavedené obecnymi kvantifikdtory nemaji
pfifazeny mizarovské typy. Proto provedeme ndsledujici odvozeni. Necht je C
kontext vyse uvedené definice predikatu.
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| = X5(1) -+ Xo(m)- In Xg(1) -+ Xo(m) <=> T(6)
| = InXg(1) - Xo(m) <=> T(6)
Teon(C) | — In Xg(1) - Xo(m) <=> T(J)
| — !'%1. Tiyp(61,x1) ==> ... 'x0. Tiyp (O, xn)
==> I Xg(1) - Xg(m) <=> T(6)

SPEC_ALL

ADD_CONTEXT C

DISCH_CONTEXT

Pomoci tohoto odvozeni jsme dosdhli poZadovaného tvaru defini¢ni véty — vdzané
proménné maji ptfifazeny své mizarovské typy.

3.5.3 Prevod definice funktoru
Definice nového symbolu

M¢jme definici funktoru v Mizaru:

definition
let x; be 6;, x; be 6;(x),...,x, be 6,(x1,...,x,-1);
func (x(,(l), o ,xc(k))(p(xc(k+1), ce ,xo(n)) —> 6()61, o ,xn) means
tL: S(xy,. .. x,it);
existence ...;
uniqueness ...;
end;

K definici nového symbolu I, pouZijeme funkci new_specification popsa-
nou v [3.3] Jako druhy argument se musi uvést existencni véta tvrdici, Ze existuje
konstanta spliiujici podminku, kterd mé tuto konstantu definovat. Pfi definici
funktoru je v Mizaru podobné existenc¢ni tvrzeni uvedeno. To m4 po preloZeni do
systému HOL Light nésledujici tvar:

Teon(C) | — 7% Tiyp(6,%) /\ T(8)[x/it]

Kde C je kontext vySe uvedené definice funktoru. Toto tvrzeni prevedeme
do tvaru, ktery bude odpovidat existenénimu tvrzeni vyzadovanému funkci
new_specification:

Teon(C) | — 7% Tiyp(6,x) /\ T(8)[x/it]
| — Ttyp(el,X1) ==>..==> Ttyp(Gn,xn) ==>

7%. Tiyp(0,x) /\ T(0)[x/it]
‘ - ?X~Ttyp(917X1) ==>..==> Ttyp(en,xn) ==>

Typl6,5) /\ T(8)[x/it]
‘ — !Xo(l) !Xo(n) ?X.Ttyp(ei,X]_) ==>..==>
Tiyp (6, xa) ==> Tyyp(0,%) /\ T(8)[x/it]
| — 7f. !XG(l) !Xo(n)-Ttyp(917X1) ==>..==>
Ttyp<9n,xn) ==> Ttyp(e,f Xg(1) - Xc(n)) /\ T(S)[f Xg(1) - Xa(n)/it]

DISCH-ALL

prenex

generalizace

skolemizace
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Posledni tvrzeni odpovida tvaru, ktery vyZaduje funkce new_specification;
oznacme si toto tvrzeni jako ¢. Nyni Ize zavolat funkci new_specification
nasledujicim zptisobem:

new specification ["Iy"] ¢

Novy symbol I, bude mit v systému HOL Light tento typ:

a volani vrati nasledujici vétu:

| — Xg(1) !Xc(n).Ttyp(el,Xl) ==> ... ==> Tiyp(6n,%n)
==> Ttyp(G,I(p Xo(1) - Xo(n)) /\ T(6)[I¢ Xo(1) -+ Xc(n)/it]

Z této véty odvodime vétu navratového typu a definicni vétu.

Odvozeni véty navratového typu
Véta navratového typu mé nasledujici tvar
Teon(C) | — T(6,1¢ Xo(1) - XG(n))

a dokazuje, jaky je navratovy typ funkce ¢. Bude slouzit k vypoctu typu termu.
Vétu ndvratového typu ziskdme nasledujicim odvozenim:

| — !Xc(l) !Xo'(n)-Ttyp(917X1> ==>..==> Ttyp(en,xn)
==> Ttyp(G,I(p Xo(1) - Xo(n)) /\ T(6)[I(p Xo(1) - Xc(n)/it] SPECALL
| - Ttyp(917X1> ==>..==> Ttyp(en,Xn) ==>
Tiyp(0,Ip X5(1) - Xo(m)) /\ T(8)[Tp Xo(1) - Xo(m)/1t]
Toon (C) UNDISCH.ALL
| = Tiyp(0,Ip Xg(1) - Xo(m)) /\ T(6)[Ip Xg(1) -+ Xo(m)/1t]
CONJUCT!1

Teon(C) | — Ttyp(07I(p Xo(1) -+ Xc(n))

Odvozeni defini¢ni véty
Defini¢ni véta vznikne jako v predeSlych ptipadech preloZzenim defini¢ni véty

pro funktory v Mizaru. ProtoZe je definicni véta ekvivalence, dokdZeme nejdiive
dvé implikace, ¢ a @»:
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| — !Xc(i) !Xc(n).Ttyp(el,X1) ==>..==> Ttyp(en,xn)
==> Ttyp(971¢ Xg(1) - XG(n)) /\ T(S)[I(P Xg(1) - Xc(n)/it]

(= Typ(Br,%1) ==> ... ==> Tiyp (6, xn) ==> SR
Tiyp(0,1p Xo(1) - Xo@) /\ T(8)[Tp Xo(1) -+ Xo(m)/1t]
Tcon (C) UNDISCH_ALL
| — Tiyp(0,1p x6(1) @) /\ T(O)[Ip X5(1) - Xg(n)/1t] R
Teon(C) | - ( NIp X5(1) - Xo(n)/1t]

v/ X6(1) - Xo(m)]

Teon(C), ¥ = 1p Xg(1) -+ Xo@m) | — T(8)[y/it]
(¢1) Teon(C) [—y= Ip x61) - Xo@) ==> T(6)[y/it]

DISCH

PreloZenim tvrzeni v uniqueness sekci v Mizaru (viz [2.5.5) do systému HOL
Light dostaneme nésledujici tvrzeni:

(T(8)[y/it] /\ T(d)[z/it]) ==>y =2

Z tohoto tvrzeni odvodime opac¢nou implikaci ¢;:

Tcon(c) ’ - !Y~Ttyp(67Y) ==> !Z'Ttyp(evz)
==> (T(8)[y/it] /\ T()[z/it]) ==>y ==
Tcon(c)a Ttyp(9>Y)7 Ttyp(97z>
| — (T(S)[y/it] /\ T()[z/it]) ==>y ==
Tcon(C); Ttyp<9aY)7 Ttyp(evz)
| — T(8)[y/it] ==> T(d)[z/it] ==>y =z
Teon(C), Ttyp(e ¥), TtYP(e z),

UNDISCH_VARS

rewrite IMP_IMP

UNDISCH

Oy | MOk =y
¢ Xo(1) - Xo(n)/ Y]
Tcon( ), Ttyp(Q,I(P XG ( )) Ttyp(e Z)
T(6)[Ip Xg(1) - Xo(m)/1t] | — T(6 )[z/lt] ==>Ip Xg(1) - xa(n =z »
Tcon(C), Ttyp(G,Iq, Xc(l) 6(n))7 Ttyp(e,y), T((S)[I(p XG /1 ]

| = T(8)ly/it] ==> Iy Xo(1) - Xo(n) =¥

Posledni tvrzeni jiZ m4 skoro tvar druhé implikace, ale obsahuje dva predpoklady,
které ndm poruSuji obecny tvar kontextu:

Tiyp(0, 1o XG( ) X ()
T(6)[Ip X5(1) - Xo(n)/1t]

Prvni fik4, jaky mé funktor ¢ ndvratovy typ, a druhy tikd, Ze spliiuje podminku
0. Oba dva fakty ndm ale dokazuje tvrzeni (oznacme si jej ), které jsme dostali
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jako vysledek pii volani funkce new_specificatio n@ Proto miZeme pouZit
pravidlo fezu a téchto dvou pfedpokladu se zbavit.

Teon(C), Tiyp(0,Ip Xg(1) - Xo(m))s Tiyp(6,¥), T(8)[Ip Xg(1) -+ Xo(m)/1t]
| = T(8)[y/it] ==> Ip x6(1) - Xo(m) =

Teon(C), Tiyp(8,y) | — T(O)[y/it] ==> Ip Xg(1) - Xo@m) =¥

) Teon(C), Tiyp(0,y) | — T(8)[y/it] ==>y =1p x5(1) - Xo(m)

cut y

sym =

(92

SloZzenim dokédzanych implikaci ¢; a ¢, dostaneme pozadovany tvar defini¢ni
véty:

¢ h
TCOH(C), Ttyp(97Y)
| =y =1¢ X5(1) -+ Xo(m) <=> T(6)[y/it]
| = 1%1. Tiyp(61,x1) ==> ... 1x0. Tiyp(On, %) ==>
ly. T(0,y) ==>y = I1¢ Xg(1) -+ Xo(m) <=> T(6)[y/it]

IMP_ANTISYM_RULE

DISCH_-CONTEXT

19%Museli bychom jeité provést nékolik tdprav formule v, abychom mohli pouZit pifmo pravidlo
fezu implementované v systému HOL Light, pro zkraceni si ale dovolime pouZit piimo y.
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Kapitola 4

Implementace

V této kapitole je prezentovdna implementace pirevodu typového systému
(popsaného v predeslé kapitole) v systému HOL Light. Sou¢asnd implementace
plné nepokryva cely popsany prevod. K uplné implementaci je potfeba dokoncit
mechanismy spojené s atributy. Autor se nicméné domniva, Ze zde diskutovana
implementace je dostate¢né rozsahla k zachyceni technickych otdzek spojenych

s pfevodem a Ze chybéjici ¢ast bude jiz jen inkrementdlné priddna k realizované
implementaci.

4.1 Identifikatory

Jak bylo diskutovano v [3.4] ptedpokladali jsme, Ze pro kazdy identifikdtor
v Mizaru ptedstavujici mod, atribut, predikat nebo funktor, 1ze nalézt jeho jed-
noznacnou reprezentaci v systému HOL Light. Jmenné prostory identifikatort
v Mizaru pro rizné syntaktické kategorie (mddy, atributy, ... ) jsou oddélené.
ProtoZze vSak tyto kategorie reprezentujeme v systému HOL Light funkcemi,
mame k dispozici v systému HOL Light jen jeden jmenny prostor. Proto budeme
muset tento prostor pro jednotlivé kategorie néjak uméle rozdélit. S vyhodou se da
vyuZzit zplisob, jakym jsou tyto kategorie oznacovany v Mizaru. Kazdé kategorii
odpovida jedno velké pismeno, jak je shrnuto v nésledujici tabulce [miz]:

M | méd

V | atribut
R | predikét
O | funktor

Ackoliv jsou tato pismena v Mizaru velkd, my budeme pouzivat jejich malé
varianty. To bude prvni slozka pfeloZeného jména. Druhou slozkou bude samotné
jméno, protoZe identifikatory v Mizaru miiZou obsahovat takika libovolny znak
znakové sady, vynechdme pfi prekladu takové znaky, které neodpovidaji lexikal-
nim konvencim systému HOL Light. Tteti sloZkou bude arita symbolu, velmi
jednoduse ji miZeme definovat jako pocet deklarovanych proménnych v kon-
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textu definice piisluSného symbol Ani tato doposud popsand konvence nidm
nemusi zajistit jednoznacnost.

Symboly stejné kategorie, stejného jména a arity by se ndim mapovaly na
stejny identifikator v systému HOL Light. Takové pfipady budou nastavat, pro-
toze systém Mizar nezakazuje definovat dalSi symbol stejné kategorie, jména
a arity. Zjednoznacnéni dosdhneme velmi jednoduse. Symboly, které by se zob-
razovaly na stejnou tfidu uréenou kategorii, jménem a aritou, oindexujeme ¢islem
odpovidajicim poradi vyskytu definice tohoto symbolu v rdmci nejednoznacnych
symbold. Pokud tedy definujeme né&jaky symbol, ktery je i-tym definovanym
symbolem stejné kategorie, jména a arity, bude mit v posledni sloZce ¢islo i — 1.

Slozky budeme odd€lovat pomoci znaku _. Pielozeny identifikator bude mit
tedy obecné nasledujici tvar:

kategorie_jméno_arita_index
UkaZme si preklad na dvou piikladech:

Elementof X --+ mElement 1.0
empty --» v_empty. 0.0

Takto preloZzenému identifikdtoru budeme fikat interni identifikdtor nebo téz
interni jméno. Skute¢nym jménem budeme chapat jméno, pod kterym dany méd
(funktor, predikat) vystupuje v Mizaru, cozZ je z podstaty véci jméno nejedno-
znacné.

4.2 Datové struktury

4.2.1 Datova struktura pro mody
Datova struktura pro médy je variant — obsahuje tfi varianty formatu médu:

e Set — specidlni varianta médu. Tato varianta byla vyclenéna piedevSim
proto, Ze mod set jako jediny neobsahuje nadtyp. Zadné dalsi informace
nejsou uchovavany.

e Mizmode — mdd definovany pomoci means. Jedna se o record, ktery obsa-
huje dalsi poloZky.

e Mizabbr — mdd definovany pomoci is. Jednd se o record, ktery obsahuje
dalsi polozky.

Nyni podrobnéji rozebereme, jaké polozky se uchovavaji v ptipadé definice
modu pomoci means, tedy jak4 je struktura recordu Mizmode:

''U atributi nebudeme do kontextu zapocitivat prom&nnou, kterd v definici zastupuje objekt,
ktery by mél mit pravé definovany atribut.
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interni jméno mdédu, odpovidad nazvu predikatu, ktery vznikne preloZenim
z Mizaru tak, jak bylo definovano vf.1]

jméno mddu, které bylo zaddno v Mizaru. Bude slouZzit pro pretty-printing.

index médu. Pokud je provedena redefinice né¢jakého mddu, je tento rede-
finovany mdéd piidén jako novy plnohodnotny méd. Aby ale bylo poznat,
ktery méd tento novy méd redefinuje, sdileji vSechny redefinice stejny in-
dex jako ma ptvodni méd, ktery redefinuji. Tedy pokud definujeme novy
madd, hodnota idexu je rizna od vSech indexd ostatnich médd, pokud ale
redefinujeme néjaky maod, rovna se indexu médu, ktery redefinujeme.

kontext, ve kterém je novy méd definovén.

seznam parametri médu. Jednd se o permutaci proménnych uvedenych
v kontextu.

nadtyp a nadtypova véta — viz[3.5.1]
existencni tvrzeni — tvrdi, Ze definovany modd je neprazdny, vice viz|2.5.3

defini¢ni véta — charakterizuje nové definovany mod, vice viz[2.5.3]

Pro dplnost uvedme, jaké polozky obsahuje Mizabbr:

skute¢né jméno mddu pro pretty-printing.
kontext, ve kterém byla definice médu pomoci is definovana.
seznam parametru.

typ, ktery novy méd zkracuje.

4.2.2 Datové struktury pro predikaty a pro funktory

Datové struktury pro predikéty a pro funktory jsou téméf stejné, proto budou
popsany spolecné. Jednd se o record, ktery obsahuje ndsledujici polozky:

interni jméno, stejné jako u modu jde o jméno prelozené z Mizaru mecha-
nismem popsanym v 4.1]

jméno urcené pro pretty-printing.
kontext, ve kterém byl predikét, respektive funktor definovén.
seznam parametra.

ndvratovy typ a véta navratového typu — viz[3.5.3] Tuto polozku obsahuje
jen record pro funktory. U predikati ji neni ze zfejmych diivodu tieba.
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4.2.3 Tabulky

Datové struktury pro médy, predikéty a funktory jsou uloZeny ve specidlnich
tabulkach, aby se k témto dattim dalo rychle pfistupovat. Pro kazdou syntaktickou
kategorii existuje samostatna tabulka. Tato tabulka se zvnéjSku jevi jako jedna
tabulka, vnitfné je vSak implementovana pomoci dvou tabulekﬂ

e Prvni tabulka je haSovaci tabulka, kterd jako typ klice pouZzivd dvojici
jméno mdédu a jeho aritu. Datovou ¢asti je pak seznam vSech médua, které
maji stejny nazev a aritu, sefazeny podle Casu, kdy byl dany méd definovan.
Na zacdtku seznamu jsou nejmladsi mody. Tato tabulka bude slouzit prede-
v8im pro parser, ktery na zdkladé skute¢ného jména a arity modu dostane
seznam vSech médu, které témto tdajum odpovidaji. Z tohoto seznamu
na zdkladé typl parametrd vybere nejvhodnéjsi mécﬂ Po tomto vybéru
jiz se lze odkazovat na vybrany méd pomoci interniho jména, které je jiz
jednoznacné.

e Druhd tabulka je také haSovaci tabulka, kterd m4 jako typ kli¢e interni
jméno médu. Datovou ¢asti je samotny méd odpovidajici internimu jménu
uvedenému v kli¢i. Tato tabulka slouZzi k vyhleddni informaci o médu,
pokud jizZ zndme jeho interni jméno.

Dalsi tabulkou pfitomnou v implementaci je tabulka pojmenovanych vét. Je
to jednoduchd haSovaci tabulka, kterd jako kli¢ ma ndzev véty a jako data vétu,
ktera tomuto kli¢i odpovidad. Do této tabulky jsou uklddany vSechny defini¢ni
véty pod ndzvem : L :, ktery byl uveden pii definici.

4.3 Reprezentace vét

Jak bylo popsano v [3.1] kazd4 véta v systému HOL Light m4 typ thm. I nase
véty obsahujici preloZené typy Mizaru budou reprezentovany pomoci typu thm.
Nebude se tak ov§em dit piimo, ale typ thm zabalime do ndmi definovaného typu
miz_thm:

type miz_thm = Mizthm of thm; ;

Dtivodem je vétsi typova bezpecnost, aby pomocné funkce, které budou mit
smysl jen pro véty obsahujici typy Mizaru, neSlo aplikovat i na bézné véty
systému HOL Light. A samozifejmé i opacné, abychom méli kontrolu nad tim,

které funkce béZné pouzivané pro véty systému HOL Light Ize aplikovat na véty
s typy Mizaru.

ZPopis u¢inime pro piipad, kdy do tabulky ukladdme médy. Nicmén& popis by byl tipln&
stejny i pro predikéty a funktory, tabulka je navrzena polymorfn€ a je parametrizovdna typem
dat, typ kli¢d zistava pro vSechny tfi piipady typt dat stejny.

3V piipadé nejednoznaénosti se vybere nejmladsi z vhodnych.
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Manipulace s vétami typu miz_thm je omezena bud na pifimo napsané funkce
pro tento typ, nebo lze pouZzit funkce pro typ thm diky pomocnym internim
funkcim m nebo m2. Jejich typy jsou nasledujici a snad i napovi jejich pouZiti:

m: (thm — thm) — miz_thm — miz_thm
m2 : (thm — thm — thm) — miz_thm — miz_thm — miz_thm

Tyto funkce rozbali argument typu miz_thm a na vnitini data typu thm aplikuji
béZznou funkci pracujici s vétami typu thm. Timto zpiisobem sice 1ze aplikovat
téméf libovolnou funkci pro praci s plivodnimi vétami na véty s typy Mizaru,
ale musi se tak dit explicitné pomoci funkci m nebo m2. Tim je riziko nechténé
manipulace s nespravnym druhem vét minimalizovano.

Jistou pozornost je také potfeba vénovat reprezentaci kontextu. Jak bylo de-
finovano v definici[16] kontext do systému HOL Light pfekldddme jako seznam
predpokladi. Jak uz bylo zminéno v samotné definici kontextu v Mizaru v ¢asti
[2.5.1] zélezi na pofadi definovanych proménnych. S tim miZe byt trochu potiZ,
nebot’ jak se piSe v [HarQ9], neni v reprezentaci véty typu thm obecné zaru-
¢eno poradi predpokladi. Proto odvozovaci pravidlo DISCH_ALL miiZe pievést
predpoklady véty na pfedpoklady implikace v libovolném potadi.

Proto bylo definovdno odvozovaci pravidlo DISCH,CONTEXIE], které tento
nedostatek zohlediuje a prevadi predpoklady véty na predpoklady implikace ve
spravném poradi.

4.4 Implementace odvozeni typovych vét

4.4.1 Typ termu

Implementace odvozeni typu termu pouziva véty ndvratového typu dokdzané
pro kazdy nové definovany funktor — jejich odvozeni viz[3.5.3] Tyto véty jsou jen
vhodné instanciovany podle skute¢nych argumentti funktoru. Pokud je ale term,
jehoZ typ chceme odvodit, pouze proménnad, je pouZit pouze jeji typ z kontextu.

Implementace odvozeni véty typu termu je obsaZena ve funkci s ndzvem
get_term_type_mth_c. Jeji typ je nasledujici:

var_decl 1list — term — miz_thm

Typ var_decl list je abstraktni typ pfedstavujici kontext, typ termreprezentuje
term a miz_thm je typ definovany v [4.3] ktery reprezentuje nase véty.

JestliZze funkci get _term_type_mth_c zavolame s ndsledujicimi parametry

get_term_typemth c ¢ t,

4 Pravidlo jest& navic oproti DI SCH_ALL kvantifikuje definované proménné v kontextu obec-
nym kvantifikdtorem.
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dostaneme jako vysledek vétu typu termu, kterd ndm bude fikat, jaky typ ma term
t v kontextu c. Jeji tvalﬂ bude nésledujici:

c |- Tt

kde T je nalezeny typ termu t.

4.4.2 Relace podtypu

Implementace relace podtypu pouZivd nadtypové véty dokdzané pro kazdy
nové definovany méd —jejich odvozeni viz[3.5.1] Pfi prochazeni typové hierarchie
jsou tyto nadtypové véty transitivné sklddany, az je odvozena podtypova véta
tvrdici, Ze néjaky typ je podtypem jiného.

Pfi implementaci byla pouzita ndsledujici optimalizace: pfi prochdzeni typové
hierarchie za ic¢elem odvozeni podtypové véty tvrdici, Ze typ 7| je podtypem 7,
se uplatiiuje lazy strategie. To znamend, Ze postup odvozeni podtypové véty,
ktery je béhem prochdzeni postupné vytvéren, je vyhodnocen az v okamZziku,
kdy je skutecné zjisténo, Ze typ T; je podtypem 7T;.

Neni tedy zbyte¢né dokazovana podtypovd véta v piipadech, kdy 7; neni
podtypem 7,. Zarovein neni pouZit pfistup, ve kterém by se v pozitivnim pfipadé
prochdzela typova hierarchie dvakrit. Poprvé k zjiSténi samotného faktu, Ze
T1 =< Ty, a podruhé k odvozeni podtypové véty. Jedinou nevyhodou pouZzitého
pristupu je, Ze v piipadé dlouhé cesty mezi typy T; a 7, muZe zaznamendni
odvozeni podtypové véty vést k vétsi pamétové narocnosti. Pozadavek na vétsi
rychlost mé vSak vyssi prioritu neZ pamétova narocnost.

Implementace odvozeni podtypové véty je obsaZena v celé fadé pomocnych
funkci, které jsou zastfeSeny funkci get _type widening mth_c. Jeji typ je
nasledujici:

var_decl list — miz_type — miz_type — miz_thm

Typ var_decl list je abstraktni typ predstavujici kontext, miz_type je abs-
traktni typ zachycujici pfelozeny typ z Mizaru a miz_thm reprezentuje nase véty.

Pokud tedy funkci get _type widening mth_c zavoldme ndsledujicim
zpisobem

get_typewideningmth c ¢ tl1 t2,

funkce uspéje, pokud je t 1 podtypem t2 v kontextu c. V opacném piipadé je
vyvoldna vyjimka Failure ”string”, kde misto”string” bude podrob-
néjsi popis diivodu neuspéchu.

V ptipadé€ tspéchu bude vricena véta nasledujiciho tvaru:

c, tl x |- t2 x

>Formit tohoto tvaru je pomérné schematicky a piili§ neodpovidd predeslym formalnim
popistm, piesto poddva pomérné piesny popis situace.
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4.5 Demonstrace

V této Casti budou demonstrovany hlavni vysledky soucasné implementace
na malém ptikladu.

4.5.1 Definice

Uplny kéd této demonstrace lze nalézt na piilozeném CD. N4§ maly piiklad
vychdzi z téchto definic v Mizaruﬁ

definition
let x| be set, x, be set;
func F1(x;, x;) —> set means
:Fldef: it = xq;
existence ...;
uniqueness ...;
end;
definition
let x be set, y be set, z be set;
mode M1 of x, y, z —> set means
s Mldef: it =x;
existence ...;
end;
definition
let x; be set, x, be M1 of x, x1, x1;
func F2(x;, x;) —> M1 of x;, x,, x, means
s F2def: it =xq;
existence ...;
uniqueness ...;
end;
definition
let x be set, y be set;
mode M2 of x, y —> M1 of x, y, y means
: M2def : it =x;
existence ...;
end;
definition
let x be set, y be set, z be M2 of x, y;
mode M3 of x, y, z —> M2 of F1(x,y), z means
:M3def: it =x;
existence ...;

®Vlastni defini¢ni formule za kli¢ovym slovem means nemaji Zidny hlubsi vyznam, v nasem
piiklad€ nam putijde o demonstraci, kterd na té€chto formulich nezavisi.
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end;

definition
let x| be set, x, be set;
pred x; P1x, means
:Pldef: x; = xp;

end;

Tyto definice jsou do systému zaneseny pomoci funkci add miz mode,
addmiz predicate a addmiz_functor. Tyto funkce maji nizkourov-
novy charakter a v dalsi praci budou obaleny parserem. Po ptfidani novych definic
si miiZzeme nechat vypsat defini¢ni véty, které byly do systému zaneseny, pomoci
tohoto voldni:

print_defs_table miz_thms;;

Dostaneme nésledujici V}’fstupﬂ]

Midef: |—!x.mset00x==> (ly.mset00y==>(!z.mset 00z
==> (ly/. mset 0.0y ==> mM1 3 0xyzy <=>7y =x))))
F2def: |— !xl.mset 0 0x1==> (!x2.m M1 3 0x1x1xlx2==

(ly. mM1 30x1x2x2y==>(0F220x1x2=y<=>y=x1)))

M3def: |—!x.mset00x==>(ly.mset00y==>(12mM220xyz
==>(ly. mM220 (0 F120xy)zy ==
mM330xyzy <=>y =x))))

Fildef: |— !x1.mset 0.0x1==> (!x2.mset 0.0x2==>
(ly. mset 00y ==> (0. F120x1x2=y <=>y=x1)))
M2def: |—!x.mset 0 0x==> (ly.mset 00y==

(Y mM130xyyy ==>mM220xyy <=>7y =x)))

Pildef: |— !x1.mset 0.0x1==> (!x2.m_set 0.0x2==
(r.P1.2.0x1 x2 <=> x1 =x2))

Hlavnim vysledkem implementace je moZnost odvozovani vét ndvratového
typu a podtypovych vét.

"Definice jsou vypsany v pofadi, v jakém jsou uloZeny v haovaci tabulce. Toto pofadi nemus{
odpovidat poradi, v jakém byly definovany.
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4.5.2 Demonstrace odvozeni véty typu termu

Véta typu termu ndm dokazuje, jakého je term typu. Zachycuje tedy vypocet
typu termu popsany v[2.4.6] Pfikladem véty typu termu miZe byt véta, kterd nim
bude dokazovat typ termu, ktery je tvoren funktorem F2, do n€jZ jsme za prvni
argument dosadili funktor F1. V systému Mizar by tato véta méla ndsledujici
znéni:

theorem
let p be set, g be set, rbe M1 of F1(p,q), F1(p,q), F1(p,q);
F2(F1(p,q),r)isM1of F1(p,q),r, r;

end;

K odvozeni véty typu termu pouZijeme funkci get _term_type_mth_c po-
psanou v[4.4.1] Budeme ji volat s ndsledujicimi argumenty:

get_term_type_mth_c
[ Vardecl (v"p”,mk_type_from_mode Set (v"p”));
Vardecl (v”qg”,mk_type_from_mode Set (v"qg”));
Vardecl (v”r”,mk_type_from_modeZ
(find_mode_by_name "“m_M1_3_0")
[‘o_F1_2_0 p g';'o_F1_2_0 p g';'o_F1_2_0 p gl
(v”r”)) ]
‘o F2_2 0 (o_F1_2_0 p g) r°

i
Jako vysledek funkce vyda ocekdvanou vétu typu termu:

m set 0 0p, mset 0.0qg, mMLl 30(0F120pgq)(0F120pgq)-...
(0 F120pq)r | -mM1 30(0F120pq)rr (0 F220(0F120pq)r)

4.5.3 Demonstrace odvozeni podtypové véty

Podtypova véta tvrdi, Ze néjaky typ je podtypem jiného. Nejde o nic jiného nezZ
zachycenf relace podtypu. Vratime-li se k naSemu prikladu, zjistime, Ze obsahuje
hierarchie m6di M1, M2 a M3. Piikladem tvrzeni, které bychom chtéli o této
hierarchii dokdzat, mize byt tvrzeni, Ze typ vznikly z médu M3 je podtypem
jistého typu vzniklého z médu M1.

V systému Mizar bychom pfiiklad tohoto tvrzeni vyjadfili takto:

theorem
let p be set, g be set, r be M2 of p, g, x be M3 of p, g, r;
xisMlof F1(p,q),r,r;

end;
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Tedy pokud je x typu M3 of p, g, r, pak je také typu M1 of F1(p, q), r, r. Instanci-
ace parametri médu M1 nemize byt libovolnd, nybrZz musi odpovidat definicim
nadtyp u médi M3 a M2. Tak se do vysledného typu dostal napiiklad funktor
F1, ktery je uveden u definice nadtypu médu M3.

K odvozeni podtypové véty pouzijme funkci get _type widening mth_c
popsanou v {.4.2] Zavoldme ji s ndsledujicimi argumenty:

get_type_widening_mth_c
[ Vardecl (v"p”,mk_type_from_mode Set (v'"p
Vardecl (v”qg”,mk_type_from_mode Set (v"qg”));
Vardecl (v”r”,mk_type_from_modeZ
(find_mode_by_name "“m_M2_2_0")
[v'p”;v"q"] (v"r"))
]
(mk_type_from mode2 (find_mode_by name "m_M3_3_0" )

[V"p",'V"q";V"r"] (V”X”) )
(mk_type_from_mode2 (find_mode_by name "“m_M1_3_0" )
[O_Fl_2_0 p q’.vllrl/;v/lrll] (V"X") )

rr
Jako vysledek dostaneme odvozenou kyzenou podtypovou vétu:

mset 0 0Op, mset 00q mM220pqr, mM330pgqrx
| -mM130(0F120pqg)rrx

4.6 Integrace

Doposud popsand implementace umoziuje odvozovat véty o typovém sys-
tému Mizaru pfelozeném do systému HOL Light. K tomu, abychom naplnili
motivace uvedené v tvodu této price, je potieba naimplementovany typovy sys-
tém integrovat do mechanismd, které by umoziiovaly plné dokazovani vét Mizaru
v systému HOL Light. Takova integrace jiz pfesahuje ramec této prace a bude
predmétem dal§tho vyzkumu. Piesto zde bude v kratkosti nastinéna jeji mozna
realizace.

Systém HOL Light byl vybran pro pieklad typového systému mimo jiné
také proto, Ze ze vSech systémi pro formalizaci matematiky obsahuje nejvice
doimplementovanych néstrojt, které umoznuji preklad Mizaru do jiného systému
(tedy v tomto pripadé do systému HOL Light). Jedna se o dvé oblasti, které je
potieba uvazit.

4.6.1 Dukazovy jazyk

Format zapisu ditkkazu v Mizaru lze charakterizovat jako variantu pfirozené
dedukce. Pokusy o implementaci jazyka diikazl systému Mizar byly doposud
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ucinény dva. Starsi z nich vytvoftil John Harrison [Har96]. V teSeni Johna Harri-
sona byl vytvoren vlastni parser jazyka diikazti Mizaru, ktery tento jazyk preklada
do funkci systému HOL Light manipulujicich s diikazy. Mladsi pokus implemen-
toval Freek Wiedijk [Wie0O1]. V jeho pfistupu neni pouzit Zadny specialni parser,
nybrz je pfimo vyuZito prostiedi systému HOL Light.

At uz bude vybran kterykoli z t€chto pokust, integrace typového systému se
bude muset zaméfit na kroky v diikazu Mizaru take, consider a let, odpovidajici
krokiim v pfirozené dedukci: zavedeni existencniho kvantifikdtoru, eliminace
existencniho kvantifikdtoru a zavedeni obecného kvantifikatoru. Tedy obecné
u krok, kde se pracuje s proménnymi (které maji néjaky typ) a s dosazovanim
termi (které také maji néjaky typ).

4.6.2 Dokazovac atomickych kroku

Dokazova¢ atomickych kroku je v dikazech v systému Mizar reprezento-
van klicovym slovem by. Cilem autort tohoto dokazovace bylo, aby jeho sila
odpovidala intuitivnimu pojmu zfejmych krokl v matematickém dikazu. Tedy
aby tento dokazovac byl schopen dokézat kroky, které jsou v béZném matema-
tickém dikazu ziejmé a neni tfeba je dale rozvadét. Na druhou stranu by nemél
byt zase moc silny, aby jeho sila nesvadéla uZzivatele nerozepisovat v dikazu
nékteré kroky, které zase tak ziejmé nejsou. Takovy pfistup by vedl k méné
pochopitelnym dikazim.

Idea ziejmych kroki je zaloZena na omezeni dokazovace, ktery miZe univer-
zéaln€ kvantifikované formule instanciovat jen jednou. Pokud chceme, aby se tak
stalo vickrat, musime tuto formuli uvést jako predpoklad kroku by vicekrat. Ta-
kovy pristup neni zase tak umély, jak by se mohlo zdat, nebot to odpovidd bézné
matematické praxi, kdy se napiiklad pfi dokazovani fikd: ,,a nyni pouZijeme
dvakrat transitivitu . .. “ [WieOll].

Dokazova¢ Mizaru byl s nékterymi omezenimi implementovdn v systému
HOL Light Johnem Harrisonem na zdkladé popisu jeho implementace v Mizaru
v [EWO00]. Harrisonova implementace je zastieSena funkci MIZAR BY a oproti
origindlni verzi pfitomné v Mizaru neobsahuje typovy systém a specidlni pro-
cedury pro dokazovéni v aritmetice. Integrace typového systému do této imple-
mentace byla uz autorem této prace zkoumana a dotkla by se dvou mist.

Dokazova¢ funguje tak, Ze zavér, ktery se ma dokdzat z predpokladi, je
znegovan, a dokazovac se snazi odvodit spor. V ¢asti, kterd se nezabyva rovnosti,
se zhruba feceno formule prevedou do disjunktivni normélni formy a opakovanou
instanciaci obecné kvantifikovanych proménnych se hleda unifikace s ostatnimi
formulemi tak, aby se odvodil spor [EWOO]. Pfi hledani unifikaci se dosazuje za
proménné a zde je prvni dulezité misto pro integraci typového systému. Mohli
bychom totizZ na zakladé znalosti typl termd a proménnych pfedem vyloudit
takové instanciace, které by typové nesedély. Lze ocekdvat, Ze toto profezini
typové nesouhlasicich instanciaci povede ke zrychleni dokazovace.
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V casti dokazovace, kterd pracuje s rovnosti, se hledaji tfidy termu, které si
jsou rovny. Tedy uzavér vzhledem k rovnosti [FW00Q]. Typy opét miZou pomoci
odvodit spor v piipadé, Ze se nam podaii odvodit rovnost dvou termt, které maji
neslucitelné typy, a tedy se nemohou rovnat.
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Kapitola 5
Zavér

5.1 Splnéni cile

V ramci této diplomové prace byla popsdna sémantika vyznamné Casti ty-
pového systému Mizaru. Pfi tomto popisu byl kladen dliraz na co nejpiresné;jsi
popis. Vzhledem k sou¢asnému neutéSenému stavu dokumentace systému Mizar
a vzhledem ke komplexnosti typového systému Mizaru je vysledek této snahy
vyznamnym piinosem a otevird dalsi S$ir§{ mozZnosti pro experimentovéani s Mi-
zarem.

N4 zakladé tohoto formalniho popisu byl navrzen pieklad typového systému
Mizaru do systému HOL Light. Tento pieklad pouziva ideu reprezentovat zavislé
typy a atributy jako predikdty a vysledné typy reprezentovat jako konjunkci
téchto predikatd. Soucasti prekladu je popis preloZeni definic Mizaru pomoci
Caste¢ného vyuziti defini¢nich prostiedkt systému HOL Light.

Soucasti této diplomové prace je také implementace navrzeného prekladu.
Kromé& mechanismt spojenych s atributy se podafilo realizovat cely preklad.
Jednim z piinosii implementace je, Ze umoZznila zachytit technické otdzky spojené
s pfevodem typového systému Mizaru. Jejim hlavnim vysledkem je moZnost
odvozovat véty o typovém systému a sice podtypovou vétu, kterd zachycuje
relaci podtypu, a vétu typu termu, kterd zachycuje vypocet typu termu.

Po integraci implementovaného typového systému do jiz realizovanych ¢asti
Mizaru v systému HOL Light Ize dosdhnout faktické reimplementace Mizaru
v jiném systému pro formalizaci matematiky. Pak bude mozné zapsané dlikazy
v Mizaru verifikovat i v jiném systému, nebo vytvaret nové formalizace v systému
HOL Light v prostfedi, které vyuzivd vyhod Mizaru. Pokud by téchto dvou
vysledkil bylo dosazeno, byl by to nepfehlédnutelny pokrok na poli formalizace
matematiky.
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5.2

Moznosti dalSiho vyvoje

V této ¢asti budou nastinény moZnosti dalSitho pokrac¢ovéni této prace. VétSina
z nich se uZ objevila nékde dfive v tomto textu. Pdjde tedy o stru¢né shrnuti:

Doplnéni popisu a prekladu struktur, které nebyly v této praci uvaZzovany.
Doplnéni funktorovych registraci obecné pro termy.
Dokonceni implementace i pro atributy.

Integrace ptevodu typového systému do implementace dokazovaciho ja-
zyka a dokazovace atomickych krokt Mizaru.

Pfidani implementace procedur pro dokazovani v aritmetice doMI ZAR _BY.

Prevod typového systému Mizaru do jiného sytému nez je HOL Light.
Nabizi se Isabelle/ZF, protoZe tento systém byl vybrdn jako zdklad pro
pokus o matematickou wiki vdash [vdal.
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Priloha A

Obsah prilozeného CD

K této diplomové praci je ptilozeno CD, které obsahuje tuto prici v elek-
tronické podobé€, implementaci prekladu v systému HOL Light a kéd prikladu
pouZzitého v [4.5] Obsah tohoto CD je nasledujict:

e thesis.pdf — tato diplomova prace v elektronické podobé
e code/ — adresaf s kddem implementace piekladu v systému HOL Light
e code/mizar_types.ml — vlastni implementace prekladu

e code/example.ml —kéd piikladu pouZity pro demonstraci v4.5]

Pro spusténi implementace je potieba mit nainstalovan systém HOL Light.
Pro zde prezentovanou implementaci byl pouzit syst¢ém HOL Light ve vyvojové
verzi 2.20+ z 25. 5. 2009. Tento systém byl spoustén v prostfedi OCamlu verze
3.11.0 s Camlp5 verze 5.12. Pro spousténi pfiloZzené implementace je doporuceno

N 24

pouZzit stejné nebo novéjsi verze uvedenych programii.

Po spusténi systému HOL Light 1ze nahrat implementaci z CD nésledujicim
pfikazem v systému HOL Light:

# loads ”"<cesta k CD>/code/mizar_types.ml”;;
Po jejim nactenf 1ze spustit kod demonstrace analogickym piikazem:

# loads "<cesta k CD>/code/example.ml”;;
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