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Zasobnikovy automat

Zasobnikovym automatem nazyvame sedmici
M = (Q,X,Y,d,9¢,Z,:F),
kde
Q - neprazdna kone€na mnozina stavu
X - neprazdna koneéna vstupni abeceda
Y - neprazdna kone¢na zasobnikova abeceda
d - prechodova funkce Qx(XU{A})xY — Pgn(QxY?¥)
g,EQ - pocatecni stav
Z,EY - pocatecni zasobnikovy symbol

F - mnozina koncovych stavi

Poznamky:  Tidici
* ZA je z principu nedeterministicky
» vzdy nahrazujeme vrchol zasobniku
* nemusime €ist vstupni symbol
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Vypocet zdsobnikového automatu

Instrukci (p,a,Z) — (q,w) ( (q,w)Ed(p,a,Z) ) Ize vykonat, pokud:
— stav automatu je p
— na vstupu je symbol a (pouze pokud a=\)
— na vrcholu zasobniku je symbol Z

Vykonani instrukce (p,a,Z) — (q,w) znamena:
— zménu stavu automatuzpna q
— je-li a=\, posun ¢teci hlavy (pfecteni pismene a)
— smazani vrchniho symbolu zasobniku (symbolu Z)
— pridani slova w na zasobnik (nejvyse bude prvni pismeno z w)

Formalizace kroku zasobnikového automatu: EIZ]
Situace zasobnikového automatu je trojice (p,u,v), kde: K%_/}
PEQ , uEX* (zbytek cteného slova), v€EY* (obsah zasobniku).
<
Situace E,=(p,au,Zv) vede bezprostredné na situaci
E,=(q,u,wv), kdyz p,q€Q , UEX*, v,wEY*, aEXU{A}, ZEY, (q,W)E06(p,a,Z).
Piseme E, |— E,.
Situace E vede na situaci E‘ (E |—* E), pravé kdyz E|—E,, E;|—E, .- E | —E’
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Zasobnikové automaty a jazyky

Kdy kon€i vypocet zasobnikového automatu:
— zasobnik je prazdny
— neni definovana zadna instrukce

P¥ijimani koncovym stavem

slovo je celé precteno a jsme v koncovém stavu
P¥ijimani prazdnym zasobnikem

slovo je celé precteno a zasobnik je vyprazdnény

Necht’' M je zasobnikovy automat.

Jazyk rozpoznavany automatem M koncovym stavem definujeme
takto: L(M) = {w | wEX*, vEY*, qEF (qq,W,Zo)|—*(d,A,V)}.

Jazyk rozpoznavany automatem M prazdnym zasobnikem
definujeme takto: N(M) = {w | wEX*, q€Q (q,W,Z,)|—*(q,\,X)}:
Koncové stavy nas tady nezajimaji, proto klademe F=J.
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Zasobnikovy automat v prikladé

L ={0"" | n>0}

Prijimani prazdnym zasobnikem
p-pocatecni stav, Z-pocatecni zasobnikovy symbol
3(p,0,Z) = {(p,A)} .. Gte prvni symbol 0
o(p,0,A) = {(p,AA)} .. Cte dal$i symboly 0
d(p,1,A) = {(q,\)} .. €te prvni symbol 1
4(a,1,A) = {(q,\)} .. €te dalSi symboly 1

Pfijimani koncovym stavem
p-pocatecni stav, q.-koncovy stav, Z-pocate€ni zasobnikovy symbol
4(p,0,Z) = {(p,AZ)} .. Cte prvni symbol 0
d(p,0,A) = {(p,AA)} .. Gte dalsi symboly 0
4(p,1,A) = {(q,\)} .. €te prvni symbol 1
4(g,1,A) = {(q,\)} .. Cte dalsi symboly 1
d3(q,M2Z) = {(qg,M\)} ... kongéi
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Prijimani zasobnikem = pfijimani stavem

Pro kazdy zasobnikovy automat M, existuje ekvivalentni zasobnikovy
automat M, tak, ze N(M,)=L(M,) (prazdny zasobnik — koncovy stav).
Dukaz (konstruktivni):
idea:
* na zasobnik pridame specialni symbol,
 bézime stejné jako M,,
+ je-li na zadsobniku specialni symbol, konéime
formalné:
IV|1 = (Q1!X!Y1!61!q1!z1!{}) - M2 = (Q21X1Y2!62!q2!22!{qF})s
2,9 Q4 Q; = Qq U {0,0},
Z, &Y, Y, =Y, U{Z,},
8, »=" 81+ 8y(QxMZ,)={(A1,24Z,)} + VAEQ, 8,(a,0.Z,)={(p M)}
N(M,)=L(M;)?
WEN(M,) < (q;,W,Z;) [—"us (A,AN)
< (AW, Z;) [—wmz (A1,W,Z4 Z5) [z (A,M, Z3) =z (GrsAs2)
< weL(M,)
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Priklad prevodu

L={0""|n=0}
M, = ({p.a}, {0,1}, {Z,A}, 3, p, Z,{}), L=N(M,)
3(p,MZ) = {(p,A)} ... Cte prazdné slovo
5(p,0,Z) = {(p,A)}
5(p,0,A) ={(p,AA)}
3(p,1,A) = {(q,A)}
8(a,1,A) = {(q,A)}
M2 = ({p!qaqqu}! {0!1}! {Z!A!ZZ}! 62! 92, ZZ! {qF})s L=L(M2)
8,(9,,M2Z,) = {(p,.ZZ,)} ... hastartovani vypoctu M,
8,(P.M2) = {(PA)}
8,(p:0,2) = {(P.A)}
62(pa0!A) = {(p!AA)}
8,(p,1,A) = {(q,A)}
8,(,1,A) = {(a.M)}
d,(p,MZy) = {(qg.M\)} ... ukonéeni vypoctu
8y(aMZ5) = {(Ar\)} o
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Prijimani stavem = pfijimani zadsobnikem

Pro kazdy zasobnikovy automat M, existuje ekvivalentni zasobnikovy
automat M, tak, ze L(M,)=N(M,) (koncovy stav — prazdny zasobnik).
Dukaz (konstruktivni):
idea:
* na zasobnik pridame specialni symbol (proti vyprazdnéni),
* bézime stejné jako M,,
» v koncovém stavu smazeme zasobnik (nedeterminismus!)
formalné:
M, = (Q4,X,Y4,04,94,Z4,F) = My = (Q;,X,Y 5,82,02,Z,,{})s
dz:9m EQ1, Q; = Q; U {qz,au};
Z, &Y, Y=Y, UL{Z,),
8, »=" 8, + VOeEF VZEY, 8,(q,A,2)=(34(0rM2Z) U {(QuiM)}),
+ 8,(A2,MZ,)={(01,Z,25)} + VZEY, 8,(aAw,MZ)={(aAm:A)}
L(M,)=N(M,)?
WEL(M,) < (a4,W,Z4) [—*w1 (Ap:AsV)
< (AW, Zp) [—wz (A1:W,Z1 Z3) [—*w2 (ArMs V Z3) [y (AN
< weN(M,)
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Piiklad prevodu

L={w|we{0,1), |wlo = [wl;}

M, = ({p,a}, {0,1}, {Z,N,J}, 8, p, Z,{p}), L=L(M,)
3(p,0,2) = {(q,N2Z)} ... €te prvni nulu
o(p,1,Z2) = {(q,J2)} .. Gte prvni jednicku
8(q,0,N) = {(q,NN)} .. pridava dalsi nulu
4(9,0,J) = {(q,\)} .. krati nulu oproti predchozi jedni¢ce
4(q,1,N) = {(a,\)} .. krati jednicku oproti predchozi nule
3(q,1,J) = {(a,JJ)} .. pridava dalsi jednicku
o(gq,\2Z) = {(p,2)} .. pocet nul a jedni¢ek vyrovnan

M2 = ({psqqu!qM}! {011}! {Z!N!Jszz}! 62! 2, ZZ’ {})! L=N(M2)
9,(9,,M2Z,) = {(p,ZZ,)} ... hastartovani vypoctu M,
“ ... stejné instrukce jako u M,
d,(p, A X) = {(qm, M)} VXE{Z,N,J,Z,} ... prechod do mazaciho stavu
8o(aqpsAX) = {(ay, M)} YXE{Z,N,J,Z,} ... mazani zasobniku
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Od gramatiky k automatu

Kazdy bezkontextovy jazyk je rozpoznavan zasobnikovym
automatem prazdnym zasobnikem.

Dukaz (konstruktivni):

idea:
+ ze vstupu ¢teme terminaly, na zasobniku terminaly i neterminaly
- pravidla gramatiky — pravidla automatu (opracovani zasobniku)
+ pridame pravidla pro kraceni terminalu na vstupu a na zasobniku
- staci jediny stav

formalné:
G=(VN’VT!S!P) - M=({p}!VT5VNUVT!65pss!{})

3(p, A X)={(p,w) | (X—=w)EP} VXEV, ... opracovani zasobniku

d(p,a,a)={(p,A)} Vae€V; ... kraceni terminalt

3(p.MA) = { (p,bAc), (p:A) }
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Priklad: A — bAc | A

Od gramatiky k automatu - pokraéovani

N(M) C L(G)? w
»Situaci“ v kroku i popiSeme pomocislovaw=uyv; [u [ |
u; - dosud prectena ¢ast vstupniho slova

v; - jeSté nezpracovana cast (zasobnik)

provedeni kroku
a) v; = Zv;‘ kde ZEV,, potom
U, = u; (nic neéteme), v;,, = vv;‘ (dle pravidla gramatiky Z—v)
ziejmé tedy w; = w;,, (pfimy pfepis v gramatice)
b) v; = av;* kde a€Vy, potom u,,, = u;a, v,4 =V}, tedy w; = w;
vypocet automatu tedy definuje derivaci, S=w, = w,=w

S
L(G) C N(M)? C
vezmeme levé derivace zIile' . gf
ua =* u‘g, kde u‘=uv, u,u‘€V;* potom (p,v,a) |—* (p;x;p)
dohromady S =* w a tedy (p,w,S) |—* (p, A, A)
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Od gramatiky k automatu - pfiklad

G=(VN!VT!S!P) - M=({p},VT!VNUVT,6!p;ss{})

3(p,AX)={(p,w) | (X—=w)EP} VXEV\ ... opracovani zasobniku

d(p,a,a)={(p,\)} VaEV; ... kraceni terminalu

Priklad: L= {aibick | i+j=k}

Gramatika Zasobnikovy automat
S — aSc | A 6(p’)\'ss) = { (p,aSC), (psA) }

A — bAc| A 5(p.M,A) = { (p,bAc), (p:M) }
5(p.x,x) ={(p,A) } VxE{a,b,c}

S = aSc = aAc = abAcc = abbAccc = abbccc

(p,abbccc,S) |— (p,abbccc,aSc) |— (p,bbccc,Sc) |[— (p,bbcec,Ac)
|— (p,bbccc,bAcc) |— (p,bccc,Acc) |— (p,bcce,bAccc)
|— (p;ccc,Accc) |— (p,cec,cee) |— (pscc,cc) |— (p,c,c) |[— (py A, A)
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Od automatu ke gramatice

Pro jednostavovy ZA, staci reverzni proces k BKG—ZA.
Pro vice-stavovy ZA:

— prevést na jednostavovy ZA

— pfimo na gramatiku Gramatika

Prevod vice-stavového ZA na gramatikd: —> 0ZJ
pravidla gramatiky zachycuji vSechrm@zné vypocty
neterminalni symboly: [q,Z,p], kde pzﬂgq, VAS) §
q je stav automatu tésné pred tim, nez se Z prepiSe
p je stav automatu, kdyz za¢iname pocitat pod Z
pravidla gramatiky:
S — [qq,Zy;p] nastartovani vypoctu (p - nevime, kde skongci)

[q,A’P] —a [q1’B1!q2] [qZ!BZ!q3]--- [qm!Bm’p]

6(q!a’A) 3 (q1’ B1 BZ Bm)

dy---» dm:P libovolné stavy - nevime, jak vypocet vypada
specialné: [q,A,p] — a, pro 5(q,a,A) > (p,A)
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Vypocet automatu — derivace

(q,W,A) |_* (p’)"s}") = [q!A!p] =*wW

indukci dle délky vypocétu
k=1
w EXU{A}, 8(q,w,A) 3 (p,A), tj. mame pravidlo [q,A,p] = w

k>1 (pro vypocCty kratsi nez k plati)
(9,au,...u,A) |— (a4, uy...u;, By...B), 121 prvni krok vypoétu
dle pfechodu §(q,a,A) > (q,, B4 B,... B)
u; jsou slova nutna ke zpracovani zasobnikového symbolu B;
tj. (9,,u;,B;) [—* (ai.1,M1), pro vhodna q; (q.4=p)
tyto vypocty jsou nutné kratsi nez k

tj. dle indukéniho predpokladu [q;,B;,q;.4] = y; { X 3
dohromady: ; 0
[9,A,p] — a [q4,B4,9,] [42,B2,95].- [4;,B,,p]
[a,Ap]=*a u, u . u,
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Derivace — vypocet automatu

[q,A!p] =*w = (q,W,A) |_* (p,;\-,)\-)

indukci dle délky (levé) derivace
k=1
jediné pravidlo [q,A,p] = w muselo vzniknout z §(q,w,A) 3 (p,\)

k>1 (pro derivace kratsi nez k plati)
[CI,A,P] —>a [q1!B1’q2] [q2’821q3]"' [quBl;p] prvni pOUEité praVidIO
vzniklo z prechodu §(q,a,A) > (q,, B, B,... B)
potom w = a u,...u,, kde [q;,B;,d;+] =* U;  (941=P)
tyto derivace jsou nutné kratsi nez k
tj. dle indukéniho piedpokladu (q;,u;,B;) |—* (djs1.MA)
dohromady: ,,slepime” vypocty a dostaneme e

(q,W,A) |_ (q1’ Uyg...up, B1 BZ BI) |_* (p!)"!)") \

Derivace vzdy zac¢ina néjakym pravidlem S — [q,,Z,,q], tj- L(G)=N(M).
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Priklad prevodu automatu na gramatiku

8(a.xA)>{(q;,B..B"} ... oAy = X[, B1] .. [ B™]
Pfiklad: L = {0™" | n=0}

Automat Gramatika
S — DZD | DZCI
6(p,k,Z) = {(p!;")} DZD - A

3(p.0.2) = {(p.A)} O A,

DZ(I - 0 DA(I
TT"TABTAFFO—AWAP—
A em | 0 D q CI q

3(p.1.A) = {(aM)} Ay 1

5(a.1,A) = {(a,M)} aPq 1

93(p,0,A) = {(p,AA)}

S = ,Z,= 0 A,= 00 A, A, = 001 A = 0011

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

8-4





