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Algoritmy pro tFidéni pomoci porovnavani (dvojic prvku)

Uloha: setfidit n &isel (kli), které jsou (nesetfid&né) v poli A
Bubble-Sort (A);
begin forj:=1ton-1do

fori:=1ton-jdo

if (A[i] > A[i+1]) then begin x := A[i]; A[i] := A[i+1]; A[i+1] := x end
end.

Casova sloZitost

v nejhorsim pripadé (reverzné setfidény vstup) O(n?)
v nejlepSim pripadé (setfidény vstup) O(n?)
v prumérném pripadé (pres vSechny permutace vstupu) O(n?)

Bubble-Sort Ize modifikovat tak, ze po kazdeé fazi (prachod vnitfnim cyklem), zkontroluje
zda doSlo k néjaké zméné (alespon jednomu prohozeni) a pokud ne tak ukonci béh.
Tato modifikace zlepsi Casovou slozitost nejlepSiho pfipadu na ©(n), ovSem nejhorsi |
prumérny pfipad zustanou ©(n?).



Insertion-Sort (A);
begin forj:=2tondo
begin  x:=Alj];i:=]-1; {vloz A[j] do jiz setfidéné Casti pole A[1] — A[j-1]}
while (i > 0) and (A[i] > x) do
begin A[i+1] :=AJi];i:=1i-1 end;
Ali+1] .= x
end

end.

Na rozdil od Bubble-Sortu porovna kazdou dvoijici vstupnich Cisel nejvySe jednou (je
tedy o néco ,chytrejsi“), ale i tak jde o algoritmus kvadraticky.

Casova sloZitost

v nejhorsim pripadé (reverzné setfidény vstup) O(n2)
v nejlepSim pripadé (setfidény vstup) o(n)
v prumérném pripadé (pres vSechny permutace vstupu) O(n2)

Cil: tridici algoritmus, ktery i v nejhorsim pripadé tfidi rychleji nez v kvadratickém Case
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Jak porovnavat algoritmy?

Casova slozitost algoritmu oboje zavisi na ,velikosti”

prostorova slozitost algoritmu vstupnich dat

Jak mérit velikost vstupnich dat?

rigorézné: pocet bitu nutnych k zapsani vstupnich dat

Priklad: vstupem jsou (prirozena) Cisla a,, a,, ..., a, ktera je tfeba setridit

velikost dat D v binarnim zapisu je |D| =[log,a,| + ... + [log, a,]

casova slozitost = funkce f(|D|) udavajici pocet kroku algoritmu v zavislosti
na velikosti vstupnich dat

intuitivné: neni podstatny presny tvar funkce © (multiplikativni a aditivni konstanty),
ale pouze to, do jake ,tridy” funkce 1 patfi (linearni, kvadraticka, exponencialni, ...)
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Priklad: f(|D]) =a [D| + b linearni algoritmus

f(|D])=a |[D|? + b |D| + ¢ kvadraticky algoritmus
f(|D|) = k 2D exponencialni algoritmus

Co je to krok algoritmu?
rigorozné: operace daného abstraktniho stroje (TuringUyv stroj, stroj RAM)

zjednodus$eni (budeme pouzivat): krok algoritmu = operace proveditelna

v konstantnim (tj. na velikosti dat nezavislém) Case
« aritmetické operace (sCitani, odcitani, nasobeni, ...)
 porovnani dvou hodnot (typicky Cisel)
» pfifazeni (pouze pro jednoduché datoveé typy, ne pro pole ...)
— tim se zjednodusi i méreni velikosti dat (Cisla maji pevnou maximalni velikost)
Priklad: setridit Cisla a,, a,, ... , a, — velikost dat je |[D| = n

Toto zjednodusSeni nevadi pfi porovnavani algoritmu, ale maze vést k chybé pfi
zarazovani algoritmu do tfid slozZitosti

Pro¢ mérit éasovou slozitost algoritmu?
staCi preci mit dostatecné rychly pocitacC ...
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Doba provadeni f(n) operaci (délka béhu algoritmu) pro vstupni data velikosti n za
predpokladu ze pouzity hardware je schopen vykonat 1 milion operaci za sekundu

n
f(n) 20 40 60 80 100 500 1000
n 20us 40us 60us 80us 0.1ms | 0.5ms 1ms

nlogn | 86us | 0.2ms [ 0.35ms | 0.5ms | 0.7ms | 4.5ms | 10ms
n2 0.4ms | 1.6ms | 3.6ms | 6.4ms | 10ms 0.25s 1s

n3 8ms 64ms 0.22s 0.5s 1s 125s 17min
2n 1s 11.7dni | 36tis.le

t
n! [ Ttis.le

t
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Rust rozsahu zpracovatelnych uloh, tj. ,zvladnutelné® velikosti vstupnich dat, diky
zrychleni vypoctu (lepsi hardware) za predpokladu, ze na ,stavajicim® hardware lze
resit ulohy velikosti x

Zrychleni vypoctu
f(n) pavodni 10 krat 100 krat 1000 krat
n X 10x 100x 1000x
nlogn X 7.02x 53.56x 431.5x
n2 X 3.16x 10x 31.62x
n3 X 2.15x 4.64x 10x
2" X X+3 X+6 x+9
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Asvmptoticka (Casova) slozitost

Intuitivné: zkouma ,chovani® algoritmu na ,velkych® datech, tj. nebere v Uvahu

multiplikativni a aditivni konstanty, pouze zarazuje algoritmy do ,kategorii“ podle
jejich skuteCné Casove slozitosti

Rigorozné:

f(n) je asymptoticky mensi nebo rovno g(n), znacCime f(n) € O(g(n)), pokud
dc>0 dn,>0 Vn2n, : 0 = f(n) = c g(n)

f(n) je asymptoticky vétsi nebo rovno g(n), znacime f(n) € Q(g(n)), pokud
dc>0 3ny,>0 Vnz2n, : 0 = c g(n) = f(n)

f(n) je asymptoticky stejné jako g(n), znacCime f(n) € ©(g(n)), pokud
dc>0 3d>0 dny>0 Vnzn,: 0 =c g(n) = f(n) =d g(n)

f(n) je asymptoticky ostfe mensi nebo rovno g(n), zna€ime f(n) € o(g(n)), pokud
Vc>0 3ny>0 Vn2n,: 0 = f(n) < c g(n)

f(n) je asymptoticky ostre vetsi nebo rovno g(n), znacCime f(n) € w(g(n)), pokud
Vc>0 dny>0 Vn2n, : 0 = c g(n) = f(n)



Heap-Sort
Zakladem algoritmu je pouziti datové struktury ,binarni halda®, coz je binarni strom
s nasledujicimi dvéma vlastnostmi:

1. Je to uplny strom, tzn. Zze vSechna patra stromu krome posledniho jsou zcela
zaplnéna a posledni patro je zaplnéno zleva.

2. Kazda dvojice otec — syn splniuje nerovnost (kli¢ otce = kli€ syna)
Haldu Ize implementovat polem, indexy synu i otce daného uzlu Ize snadno spocitat.
Algoritmus ma 2 faze: (nesetrfidéna posloup. — halda) a (halda — setfidéna posloup.)
Zakladem obou fazi je nasledujici rekurzivni procedura:
Heapify (A, i, n); {necha vrchol s indexem i propadnout na spravné misto}
begin |:=2%;r:=2%+1; {indexy synu, pokud vrchol i syny ma}

if (I <=n)and (A[l] > A[i]) then max := | else max :=1i;

if (r <=n) and (A[r] > A[max]) then max :=r;

if (max <> i) then begin  Prehod (A[i], Al[max]);

Heapify (A, max, n)
end

end.
10



Vytvareni haldy z nesetfidéné posloupnosti:
Build-Heap (A);
begin for i := n div 2 downto 1 do Heapify (A, i, n)

end.
Poznamka: vrcholy s indexy od n div 2 + 1 do n jsou listy, tj. tvofi podhaldy velikosti
jedna, které neni potfeba ,,opravovat” pomoci procedury Heapify.

Vlastni tridici algoritmus:
Heap-Sort (A);
begin  Build-Heap (A);
for delka := n-1 downto 1 do begin Prehod (A[1], A[delka+1]);
Heapify (A, 1, delka)

end

end.

Poznamka: pfi kazdém pruchodu cyklem (po provedeni pfikazu Pfehod) je aktualni
halda v A[1] - A[delka], poloZzky za A[delka] jsou jiz spravné setfidéné

Casova sloZitost: v nejhorsim, nejlepsim i praimérném piipadé ©(n log n)

11



Algoritmy typu ..Rozdél a panuj (Divide et impera)*

« metoda pro navrh algoritmd (ne déleni programu na samostatné celky)

« algoritmus typu ,Rozdél a panuj* ma typicky 3 kroky

1. ROZDEL ulohu na nékolik poduloh stejného typu ale mensiho rozsahu

2. VYRES podulohy, a to:
a) rekurzivné dalSim délenim pro podulohy dostatecné velkého rozsahu
b) pfimo pro podulohy malého rozsahu (Casto trivialni)

3. SJEDNOT FeSeni poduloh do FeSeni pavodni Ulohy

Priklady: MergeSort, Binarni vyhledavani

Analyza ¢asové slozitosti

T(n) doba zpracovani ulohy velikosti n (pfedpoklad: pokud n < c tak T(n) = ©(1))
D(n) doba na rozdéleni ulohy velikosti n na a poduloh stejné velikosti n/b
(vétSinou a=Db)
S(n) doba na sjednoceni feSeni poduloh do feSeni plvodni ulohy velikosti n
=> rekurentni rovnice: T(n)=D(n)+ aT(n/b) + S(n) pron=c

T(n) =6(1) pron<c 19
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Binarni vyhledavani
Vyhledavani prvku x v setrideném poli 2 o0 n prvcich.
1.ROZDEL pole A na poloviny.
2.VYRES mensi podulohu
— vracenim indexu n/2, pokud x=A[n/2],
— hledanimprvku x vA[1..n/2 - 1], pokud x<A[n/2],
— hledanim prvku x vA[n/1 + 1], pokud x>A[n/2],
— odpovédi NENALEZEN, pokud n<=0.
3.SJEDNOT fedeni poduloh vracenim vysledku hledani ve spravné &asti pole.
D(n) = O(1), S(n)=0(1), a=1, b=2
T(n) =D(n) + aT(n/b) + S(n) = T(n/2)+0O(1) pron =2
T(n) =6(1) pro n<1
Protoze si v kazdé instanci vystaCime s konstantnim Casem a jednim
rekurzivnim volanim na ulohu poloviéni velikosti, slozitost je T(n)=0O(log n), coz

je i reSenim dané rekurzivni rovnice, pozdéji uvidime, jak se daji takové rovnice
resit.

13
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Binarni vyhledavani
function BinarniVyhledavani(A: array [l..N] of integer; x:
integer): integer;

{Ve vzestupné usporadaném poli A hledd hodnotu x, je-1li x
obsazeno v A, vracl index prvku x v A, jinak vraci 0.}

var 1, Jj, k: integer;
begin
i:=1;
J:=N;
repeat
k:=(i+]) div 2; {index prostredniho prvku}
{rozdéleni pole na poloviny}
if x>A[k] then i:=k+1 {vybér spravné poloviny}
else jJ:=k-1
until (A[k] = x) or (i > J); {reseni podulohy}
if A[k]=x then BinarniVyhledavani := k {sjednoceni}
else BinarniVyhledavani := 0

end;

14
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Merge-sort

Trideni pole A o n prvcich slévanim (vzestupne).
1.ROZDEL pole A na dvé poloviny.

2.VYRES podulohu na obou polovinach, {j. setfid obé& poloviny vzestupné za
pomoci rekurzivniho volani.

3.SJEDNOT (SLIJ) obé settidéné poloviny do jednoho setfidéného pole (to je
vyrazneé jednodussi, nez celé trideni), slouceni Ize provést v Case O(n).

D(n) = O(1), S(n)=0(n), a=2, b=2
T(n) =D(n) + aT(n/b) + S(n) = 2T(n/2)+O(n) pron=2
T(n) =6(1) pro n<1

Reseni rovnice je T(n)=0(n log n), jak uvidime pozdéji.

15
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Mergesort

procedure Mergesort (var P, Q: array[l..N] of integer;
Zac, Kon: integer);

{Setridi v poli P UGsek od Zac do Kon, Q je pomocné pole
pro slévani.}
var Stred; {prostredek tridéného useku}
i, J, k: integer; {pomocné indexy}
begin
Stred:=(Zac+Kon) div 2;
if Zac < Stred then Mergesort(P, Q, Zac, Stred);
{setridéni levého useku}
if Stred+l < Kon then Mergesort(P, Q, Stred+l, Kon);
{setridéni pravého useku}

{nadsleduje slévani - viz dalsi slajd...}

16
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Mergesort (slévani)

i:=Zac; {levy usek}
j:=Stred+1l; {pravy uUsek}
k:=Zac; {vysledek}
while (i1<=Stred) and (Jj<=Kon) do {slévani do pole Q}
begin
if P[1]<=P[]] then begin Q[k]:=P[i1]; i:=1i+1l; end
else begin Q[k]:=P[7]]; J:=7J+1; end;
k:=k+1;
end;
while i<=Stred do {dokopirovani zbytku levého uGseku}
begin Q[k]:=P[1]; 1:=i+1l; k:=k+1 end;
while j<=Kon do {dokopirovani zbytku pravého useku}
begin Q[k]:=P[]]; J:=7J+1; k:=k+1 end;
{zbyva prenést setridény uGsek <Zac, Kon> zpét z Q do P:}
for k:=Zac to Kon do
P[k]:=0[k];
end; {procedure Mergesort}
17



Metody reseni rekurentnich rovnic

1. substitucni metoda

2. master theorem (feSeni pomoci ,kucharky®)

V obou pfipadech pouzivame nasledujici zjednoduseni:

« predpoklad T(n) = ®(1) pro dostateCné mala n nepiSeme explicitné do rovnice
« zanedbavame celoCiselnost, tj. napf. piSeme n/2 misto [n/2]| nebo |n/2|

* feSeni nas vétSinou zajima pouze asymptoticky (nehledime na konkrétni hodnoty
konstant) = asymptoticka notace pouzivana uz v zapisu rekurentni rovnice

Priklad: MergeSort T(n) = 2T(n/2) + B(n)

Substituéni metoda

* uhodnout asymptoticky spravnée reseni

* indukci ovéfit spravnost odhadu (zvlast pro dolni a horni odhad)

Priklad: opét MergeSort
18
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Master theorem

Nechta=1,c>1,d =0 jsourealna Cislaanecht T: N — N je neklesajici funkce
takova, Ze pro vSechna n ve tvaru c* (kde k € N) plati
T(n) = aT(n/c) + F(n)
kde pro funkci F : N — N plati F(n) = ©(n?). Oznaéme x = log_ a. Potom
a) je-li x < d, potom plati T(n) = ©(n9),
b) je-li x =d, potom plati T(n) = ©(nlog n) = ©(n* log n),
c) je-li x> d, potom plati T(n) = ©(nX).

Priklady:

« MergeSort T(n) = 2T(n/2) + ©(n)

« Binarni vyhledavani  T(n)=T(n/2) + ©(1)

« Rovnice T(n) =9T(n/3) + ©(n)

« Rovnice T(n) = 3T(n/4) + ©(n?)

« Rovnice T(n) = 2T(n/2) + ©(n log n)

19
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Nasobeni ¢tvercovych matic

Vstup: maticeAaBradunxn
Vystup: matice C = A® B (také fadu n x n)
Klasicky algoritmus

begin for i:=1 to n do

forj:=1tondo

begin CJi,j] := 0;

for k:=1 to n do CJi,j] := CJ[i,j] + Ali,k] = B[k,j]

end

end

Casova slozitost: T(n) = ©(n3) (n? skalarnich souginti délky n)

Nyni pfedpokladejme Ze n je mocnina €isla 2 (n=2), coz umoziuje opakované déleni
matice na 4 matice polovicniho fradu az do matic fadu 1 x 1 a zkusme ,rozdél a panuj”

(pfedpoklad n=2% pozdéji odstranime)

20



ADS prezenéni studium VSFS

A = A11 A12 B = B11 B12 C = C11 C12
A21 A22 BZ‘I BZZ C21 C22

Ci1= (A4 ®Byy) @ (A, ® Byy)

Ci2= (A ®By,) @ (A, ® By)
C,1 = (A ® Byy) @ (Ay ® Byy)
C,, = (Ay; ® Byy) @ (Ayy ® Byy)

Kazdy skalarni soucin je ,roztrzen” na dvé poloviny a ,dokonCen” maticovym scitanim.
PocCet maticovych operaci na maticich radu n/2: 8 nasobeni ® a 4 scCitani ®

Podet séitani (realnych Cisel) v maticovém sdéitani:  4(n/2)2 = n?

Casova sloZitost: T(n) = 8T(n/2) + O(n?)
Master theorem: a=8, c=2, log.a=3, d=2 T(n) = ©(n3)

(asymptoticky stejné jako klasicky algoritmus)

Ke snizeni slozitosti je potreba snizit a=8 a zachovat nebo jen mirné zvysit d=2.
21



Strassentv algoritmus (1969) ADS prezenéni studium VSFS

Pouziva pouze 7 nasobeni submatic fadu n/2 (misto puvodnich 8)
M = (A; © Ay) ® (Byy @ Byy)

M, = (A @ Agy) ® (Byy @ Byy)
M; = (A © Ayy) ® (B4 @ Byy)
M, = (A @A) @By,
M; = A ® (B4, © By)
Mg = Ay ® (Byy © Byy)
M7 = (A @ Ag) ® By

(&)

PocCet maticovych operaci fadu n/2: 7 nasobeni ® a 10 s€itani ® a odcitani ©

Ci=M,® M,

Cy = Mg ® My

Cr,=M,0M;®M; 0 M,
Ii’oc":et maticovych operaci radu n/2: 8 sCitani ® a odcitani ©
Casova sloZitost: T(n) =7T(n/2) + ©(n?)

22
Master theorem: a=7, c=2, log.a=log,7=x, d=2 T(n) = ©(n*) = B(n281)




Hledani k-tého z n prvku. ADS prezenéni studium VSFS

Vstup: neuspofadana posloupnost n (riznych) Cisel
Vystup: k-té nejmensi Cislo
Casovou slozitost budeme pro jednoduchost méfit poétem porovnani.

Pro k =1 (minimum) a k = n (maximum) jde trivialné pomoci n - 1 porovnani.

Prvni napad: setfidit posloupnost, potom vybrat k-ty = €asova slozitost Q(n log n)

Jde to |épe? = zkusime ,Rozdél a panuj”

« Z posloupnosti vybereme prvek (pivot) a podle néj roztfidime posloupnost na tfi ¢asti
a to na m prvkd menSich nez pivot, vybraného pivota a (n-m-1) prvka vétSich nez pivot

* na to je potrfeba n-1 porovnani

 pokud k>m+1 tak zahodime m+1 malych prvku a hledame (k-m-1)-ni prvek
mezi (n-m-1) prvky vétSimi nez pivot

e pokud k=m+1 tak pivot je hledany prvek a konCime

 pokud k<m+1 tak zahodime n-m velkych prvku a hledame k-ty prvek

mezi m prvky mensimi nez pivot

Tohle ovéem muze Spatné dopadnout ... pokud nezajistime ,dobry“ vybér pivota.
23



Algoritmus (Blum et al. 1972) ADS prezenéni studium VSFS

1. Rozdél posloupnost délky n na [n/5] pétic (posledni muze byt neuplna).

V kazde pétici najdi jeji median.
Rekurzivné najdi median ze ziskané mnoziny [n/5] mediana.

Pouzij median medianu jako pivot k rozdéleni vstupni posloupnosti.

o kB~ WD

Pokud median medianl neni hledanym prvkem, tak rekurzivné hledej v mnoziné
prvkd mensich nez je on nebo v mnoziné prvku vétsich nez je on.

Jak ,dobré" je rozdéleni podle pivota nelezeného vySe uvedenym algoritmem?

Plati: Mnozina prvkd mens$ich nez pivot i mnozina prvku vétSich nez pivot kazda
obsahuje alespon 3n/10 prvka = v bodé 5 iteruji s nejvySe 7n/10 prvku

Necht: T(n) = pocet porovnani pouzity k nalezeni k-tého z n prvkl v nehorsim pfipadé

T(n) = 7n/5 + T(n/3) + (n-1) + T(7n/10)
mediany pétic (1 .+2.)/ N fesSeni podproblému (5)
median medianu (3./ déle}n’ podle pivota (4.)
Tvrzeni: T(n) = O(n)

Dukaz: substituéni metodou (kliovy fakt: 1/5+7/10<1, coz pfi déleni na trojice nevyjde)
24



ADS prezenéni studium VSFS
Dolni odhad slozitosti porovnavacich tridicich algoritmu

Pozorovani: kazdy (deterministicky) tfidici algoritmus zalozeny na porovnavani (dvojic
prvka) Ize jednoznacné modelovat rozhodovacim stromem, coz je binarni strom, jehoz
vnitfni uzly odpovidaji porovnanim a listy permutacim vstupni posloupnosti.

Priklad: rozhodovaci strom pro Insertion-Sort a n=3 (oznaCme vstup a,b,c)

O
bac @

acb cab bca cba

'

abc

9

leva vétev vzdy odpovida vysledku “<“ a prava vétev “>” (BUNO vstupy po dvou rizné)

Rozhodovaci strom modeluje korektni tfidici algoritmus = musi obsahovat listy se
vSemi n! moznymi porfadimi (permutacemi) vstupni posloupnosti.

PocCet porovnani v nejhorsim pripadé = nejdelSi vetev od korene k listu = vySka stromu.

Véta: Binarni strom s n! listy ma vysku Q(n log n). 25
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Zakladni grafové algoritmy
Znaceni: graf G=(V,E), V vrcholy, |V|=n, E hrany, |E|=m
neorientovany graf: hrana = neuspofadana dvojice vrchol
orientovany graf: hrana = usporadana dvojice vrcholu

Reprezentace grafu: matice sousednosti ©(n?)

seznamy sousedU O(n+m)
Prohledavani grafu
Prohledavani do Sifky (BFS — breadth first search)
BFS(G,s)
for each u€V do begin barva[u]:=bila; d[u]:=Maxint; p[u]:=NIL end;

barva[s]:=8eda; d[s]:=0; Fronta:={s};
while Fronta neprazdna do
u:=prvni ve Fronte;
for each v je soused u do if barva[v]=bila then
begin barva[v]:=Seda; d[v]:=d[u]+1; p[v]:=u; v zarad na konec Fronty end;

barvalu]:=Cerna; vyhod u z Fronty 26



ADS prezenéni studium VSFS

Poznamky k BFS (opakovani z pfednasky Programovani):

1.
2.
3.

Prohledava graf po vrstvach podle vzdalenosti (méfeno pocCtem hran) od vrcholu s

Postupné navstivi vSechny vrcholy dostupné z s a vytvori strom nejkratSich cest

VA 4D &4

s nezapornymi vahami na hranach) nebo Primova (Jarnikova) algoritmu (minimalni
kostra vazeného grafu)

Funguje i na orientovanem grafu (beze zmény)

Pfi zadani pomoci seznamu sousedu bézi v ¢ase ©(n+m)

Pouziti BES: testovani souvislosti neorientovaného grafu

vybereme nahodné vrchol s a spustime BFS z s
pokud po ukoncéeni BFS zustane néjaky vrchol bily: graf neni souvisly

spocitani poCtu komponent souvislosti: opakované spousténi BFS z nahodné
vybraného bilého vrcholu dokud nejaky bily vrchol existuje

opét bezi v Case O(n+m)
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ADS prezenéni studium VSFS
Prohledavani do hloubky (DFS — depth first search)
* neorientovana verze viz prednaska z Programovani — hlavni rozdil proti BFS spocCiva v
tom, ze aktivni (Sedé) vrcholy nejsou ukladany do fronty ale do zasobniku, ktery je bud
explicitne vytvaren algoritmem nebo implicitné rekurzivnim volanim
* orientovana verze: probereme podrobnég, pfedpokladame ze graf je reprezentovan
pomoci seznamu sousedu

DFS(G)
begin fori:=1to n do barva[i]:=bila;

¢as:=0;

for i:=1 to n do if barva[i]=bila then NAVSTIV(i)
end;

NAVSTIV(i) {iednoducha verze}
begin  barvali]:=Seda;
cas:=Cas+1;
d[i]:=Cas;
for each j je soused i do if barval[j]=bila then NAVSTIV(j);
barvali]:=Cerna;
cas:=Cas+1;
f[i]:=Cas
end;

28



ADS prezenéni studium VSFS
Klasifikace hran pro DFS na orientovaném qgrafu:

(1,)) je stromova | byl objeven z | pfi prohlizeni (i,j) je j bily

(i,j) je zpate€ni | je pfedchudce i v DFS stromé pfi prohlizeni (i,j) je j Sedy

)
)
(1,)) je dopfedna i je predchudce j v DFS stromé pfi prohlizeni (i,j) je j Cerny
(ale ne pfimy rodic) a navic d(i) < d(j)
(1,)) je pficna nenastal ani jeden z pfedchozich  pfi prohlizeni (i,)) je j Cerny
tfi pfipadu a navic d(i) > d(j)
Vlastnosti DFES

1. Stromové hrany tvofi orientovany les (DFS les = mnoZina DFS stromu)

2. Vrchol j je naslednikem vrcholu i v DFS stromé < v €ase d(i) existovala z i do | cesta
sestavajici vyluéné z bilych vrcholu

3. Intervaly [d(i), f(i)] tvofi ,dobré uzavorkovani“ tj. pro kazdé i=| plati
»bud [d(j), f(j)] M [d(i), 1(i)] = &
« nebo [d(i), f(i)] C [d(j), f(j)] aije naslednikem jv DFS stromé
« nebo [d()), f(j)] C [d(i), f(i)] a ] je naslednikem i v DFS stromé
Dusledek: j je naslednikem i v DFS stromé < [d()), f(j)] C [d(i), f(i)]
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NAVSTIV(i) {plna verze}
begin  barva[i]:=Seda;

cas:=Cas+1;

d[i]:=Cas;

for each j je soused i do

if barva[j]=bila

then  begin  NAVSTIV());
oznac (i,j) jako stromovou

end
else if barva[j]=Seda
then begin  ohlas nalezeni cyklu;

oznac (i,j) jako zpétnou
end
else if d(i) < d(j)
then oznac (i,j) jako dopfednou
else oznac (i,j) jako pficnou
barva[i]:=Cerna;
Ccas:=Cas+1;
fli]:=Cas
end;

Slozitost: stale linearni ©(n+m)

ADS prezenéni studium VSFS
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ADS prezenéni studium VSFS
Topologické ¢islovani vrcholl orientovaného grafu

Definice: Funkce t : V — {1,2, ... ,n} je topologickym ocCislovanim mnoziny V pokud pro
kazdou hranu (i,)) € E plati t(i) < 1(j).

Pozorovani: topologické ocCislovani existuje pouze pro acyklické grafy

Hloupy algoritmus:

1. Najdi vrchol ze kterého nevede zadna hrana a prirad mu posledni volné Cislo
2. Odstran oCislovany vrchol z grafu a pokud je graf neprazdny tak jdi na bod 1.

Slozitost: ©(n(n+m))

Chytry algoritmus: mirna modifikace DFS, bézi v Case ©(n+m)

Lemma: G obsahuje cyklus < DFS(G) najde zpétnou hranu

Véta: Ocislovani vrcholt acyklického grafu G podle klesajicich ¢asu jejich opusténi
(Casy f(i)) je topologické.
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ADS prezenéni studium VSFS
Tranzitivni uzavér orientovaného qgrafu

Definice: Orientovany graf G’=(V,E’) je tranzitivhim uzavérem orientovaného grafu
G=(V,E) pokud pro kazdou dvoijici vrcholu i,j €V takovych, Ze i = | plati

z i doj vede v G orientovana cesta = (i,j)) € E’

Tranzitivni uzavér G’ reprezentovany matici sousednosti = matice dosazitelnosti grafu G

Matici dosazitelnosti Ize ziskat v Case ©(n(n+m)) pomoci n pouziti DFS

Silné souvislé komponenty orientovaného qgrafu

Definice: Necht G=(V,E) je orientovany graf. Mnozina vrcholu K C V se nazyva silné
souvisla komponenta grafu G pokud

« Pro kazdou dvojici vrcholu i,j €K takovych, ze i = | existuje v grafu G orientovana
cesta zidojaorientovanacestazjdoi. (1)

* Neexistuje mnozina vrcholu L ktera by byla ostrou nadmnozinou K a spliiovala (1).

Hloupy algoritmus: vytvofime tranzitivni uzaver (matici dosazitelnosti) a z néj v Case
O(n?) ,precteme” jednotlivé SSK
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Chyvtry algoritmus: ADS prezenéni studium VSFS

Vstup: orientovany graf G=(V,E) zadany pomoci seznamu sousedu

Faze 1: DFS(G) doplnéné o vytvoreni spojového seznamu vrcholl podle klesajicich
casu jejich opusténi

Faze 2: vytvofeni transponovaného grafu GT

Faze 3: DFS(GT) modifikované tak, ze vrcholy jsou v hlavnim cyklu zpracovavany v
poradi podle seznamu vytvoreného ve Fazi 1 (misto podle Cisel vrcholu)

Vystup: DFS stromy z Faze 3 = silné souvislé komponenty grafu G

Definice: Necht G=(V,E) je orientovany graf. Graf G'=(V,ET), kde
(i,j)) EET < (j)EE
se nazyva transponovany graf ke grafu G.

Plati: Transponovany graf |ze zkonstruovat v Case ©(n+m) a tim padem cely
algoritmus bézi v Case ©(n+m).

Lemma: Necht G=(V,E) je orientovany graf a K je SSK v G. Po provedeni DFS(G) plati:

1. mnozina K je podmnozinou vrcholl jediného DFS stromu

2. vdaném DFS stromé tvori mnozina K podstrom

33



ADS prezenéni studium VSFS
Extremalni cesty v (orientovanych) arafech

extremalni cesta = nejkratSi (nejdelSi) cesta (zalezi na kontextu)

graf bez vah na hranach: délka cesty = poCet hran na cesté (Ize nalézt pomoci BFS)

graf s vahami na hranach: oznacme

G =(V,E) orientovany graf
w:E—=R vahova funkce
pokud p = (v,, v4, ... ,V,) je orientovana cesta (povolujeme opakovani vrcholu), tak

W(p) = W(Vq,Vq) + W(Vy,Vp) + o+ WV g,V )

Definice (vaha nejkratSi cesty z u do v)

o(u,v) = in{w(p)|pjecestazudov} pokud d cestazudov
{;: jinak

Definice (nejkratSi cesta z u do v)

NejkratSi cesta z u do v je libovolna cesta z u do v pro kterou plati w(p) = 6(u,v)

34



ADS prezenéni studium VSFS

Negativni cykly: negativni cyklus = orientovany cyklus s celkovou negativni vahou

« Graf bez negativnich cykla: 6(u,v) definovano pro vSechny dvojice vrcholt u a

Y a alespon jedna nejkratsi cesta je pro kazdou dvojici
vrcholu prosta (bez cyklu)

« Graf s negativnimi cykly: pokud z u do v 3 cesta obsahujici negativni cyklus, tak
dodefinujeme 6(u,v) = -0

NejkratsSi cesty z jednoho zdroje

Uloha: pro pevné zvoleny vrchol s€V (zdroj) chceme

spocitat 6(s,v) pro vSechnav € V \ {s}

Co nas Ceka:

1. acyklicky graf (a jakékoli vahy) — algoritmus DAG (algoritmus kritické cesty)
2. nezaporné vahy (a jakykoli graf) — Dijkstrav algoritmus

3. bez omezeni (jakykoli graf i vahy) — Bellman-Forddv algoritmus (nas neCeka)
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ADS prezenéni studium VSFS
Trivialni pozorovani

Vlastnost 1 Pokud p=(vg,v,, ... ,Vv,) je nejkratSi cestazv,do v, pak Vi,j: 0=si<j=sKk
plati, ze (pod)cesta p;=(v;, -.. ,v;) je nejkratsSi cestou z v, do v..

Viastnost 2 Pokud je p nejkratSi cestou z s do v a posledni hrana na p je (u,v)€E, pak
o(s,v) = d(s,u) + w(u,v)

Vlastnost 3 Pokud je (u,v)€E hrana, tak 6(s,v) < 6(s,u) + w(u,v).

Zpresnovani hornich odhadut pro nejkratsi cesty

Pro kazdy v&V budeme drzet hodnotu d(v), pro kterou bude platit invariant d(v) = 6(s,v).

Inicializace (G,s);
for each v&V(G) do
begin d(v) = o ;
p(v) := NIL {pfedchlidce na nejkratSi cesté}
end;
d(s) := 0.
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ADS prezenéni studium VSFS
Po inicializaci se opakované (v néjakém poradi) provadi pfepocitavani odhadu:

Relax (u,v,w);
if d(v) > d(u) + w(u,v) then
begin d(v) :=d(u) + w(u,v);
p(v) :=u
end.

Viastnost 4 Pokud je (u,v)€E hrana, tak v okamziku po provedeni Relax (u,v,w) plati
d(v) < d(u) + w(u,v).

Vlastnost 5 Pokud byla provedena Inicializace (G,s), tak ¥ v&V plati d(v) = 6(s,v) a

tato nerovnost zlistane v platnosti po libovolné posloupnosti relaxacnich kroku. Navic
pokud hodnota d(v) klesne az na hodnotu 6(s,v), tak uz se v dalSim prabéhu nezmeéni.

Viastnost 6 Pokud z s do v nevede orientovana cesta, tak od Inicializace (G,s) dal
plati d(v) = &(s,v) = oo,

Viastnost 7 Necht je p nejkratSi cesta z s do v a posledni hrana na p je (u,v). Necht je
provedena Inicializace (G,s) a po ni posloupnost relaxacnich kroku, ktera obsahuje
volani Relax (u,v,w). Pak pokud d(u) = &(s,u) plati v néjaky okamzik pfed zavolanim
Relax (u,v,w), tak d(v) = &(s,v) plati v jakémkoli okamziku po zavolani Relax (u,v,w).
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ADS prezenéni studium VSFS

Algoritmus DAG (directed acyclic graph) = algoritmus kritické cesty
DAG (G,w,s);
topologicky setfid vrcholy grafu G;
Inicializace (G,s);
for each (ueV(G) v topologickém poradi) do
for each (v&V(G) takoveé ze (u,v) €E(G)) do Relax (u,v,w)

Véta: Necht G=(V,E) je acyklicky vazeny orientovany graf a s&V(G) libovolny vrchol.
Pak po ukoncCeni procedury DAG (G,w,s) pro kazdy vrchol v €V(G) plati d(v) = d(s,v).

Casova sloZitost: Cely algoritmus b&Zi v ©(n+m) protoze

« topologické ocCislovani (setfidéni) trva ©(n+m)
« vlastni algoritmus trva ©(1) na vrchol a ©(1) na hranu, tj. celkem také ©(n+m)

Aplikace: Acyklicky graf, kde (hrany = Cinnosti) a (vahy = doby trvani Cinnosti). Graf
vyjadruje zavislosti mezi Cinnostmi, kazda orientovana cesta odpovida Cinnostem které
musi byt provadény jedna po druhé. Snazime se najit kritickou cestu, tzn. cestu v grafu
s nejvétsSim moznym souctem (kazdé zpozdéni Cinnosti na kritické cesté zpusobi
zpozdeéni celého projektu).

Reseni: V algoritmu DAG bud
* vSem vaham oto¢ime znaménka nebo

- v Inicializace (G,s) zameénime « za -« a v Relax (u,v,w) otoCime nerovnost 54



ADS prezenéni studium VSFS
Dijkstrav algoritmus

« predpoklad: vSechny vahy na hranach jsou nezaporné (V (u,v)cE plati w(u,v) = 0)
« vSechny vrcholy jsou béhem prace algoritmu rozdéleny do dvou mnozin

a) vrchol v patfi do S pokud je jeho nejkratSi vzdalenost od zdroje s jiz spocitana, takze
plati d(v) = 6(s,v) — na zac€atku (po Inicializace (G,s)) plati S = @

b) v opacném pripadé patfi v patfi do Q =V \ S kde Q je implementovana jako datova
struktura podporujici vyhledavani vrcholu v s minimalnim d(v)

Dijkstra (G,w,s);
Inicializace (G,s);
S =d; Q:=V(G),
while (Q # &) do
u := Extract-Min (Q);
S:=S U{u}
for each (v&V(G) takové ze (u,v) €E(G)) do Relax (u,v,w)

Véta: Necht G=(V,E) je vazeny orientovany graf s nezapornymi vahami na hranach a
necht s&V(G) je libovolny vrchol. Pak po ukoncCeni procedury Dijkstra (G,w,s) pro
kazdy vrchol v €V(G) plati d(v) = 6(s,v).

Casova sloZitost: ®(n?) pokud je Q implementovano jako pole

O((n+m)log n)  pokud je Q implementovano jako binarni halda 39




Vvhledavani retézcu v textu

3 kone¢na abeceda (mnozina znaku)
2" mnozZzina slov nad abecedou % (konec¢né posloupnosti znaku)
délkaslova :u=x,x, ... X, €2 = length(u) = m (poCet znaku ve slové)

skladani (konkatenace) slov uav:
U=XX5 oo Xy VEVY1Y5 o Y, = UV = XXy ... X YqYs -+ Y
(a samoziejmé length(uv) = length(u) + length(v))

prazdné slovo € (V u € 2* plati ue = €u = u)

predpona (prefix): ue 2® je pfedponouv e 2*pokud dwe 2*:uw=v
pfipona (sufix): u& 2”* je pfiponouv eE 2*pokud dweE 2" wu=v
pokud w = ¢ tak se jedna o vilastni pfedponu (pfiponu)

Resena uloha:

vstup: abeceda 2, prohledavany text x = x,x, ... x, € 2" a hledané vzorky
K={y,Yor o Yih Kde Y, =Yoo Vo lengtny E 2 Pro p=1, ...k

vystup: vSechny vyskyty vzorku v x, tj. vSechny dvojice [i,p] takoveé,
ze Y, J& pfiponou slova x;X, ... X, (1T<si<na4d=p=k)



Naivni algoritmus
forp:=1tokdo
fori:=11to (n—length(p) + 1) do
begin | :=0;
while (j < length(p)) and (x.,; =y, 4,5) doj =]+ 1;
if (j = length(p)) then Report(i,p)

end
Algoritmus na miru

c:=0;
fori:=1tondo
begin

if (x,=a)thenc:=c+ 1

else begin
if (c=h—1)then Report(i,1);c:=0
end

end
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Ukazeme, ze algoritmus na miru (= koneCny automat) lze vyrobit pro libovolny vzorek
nebo mnozinu vzorkd, a to tak, ze:

« vyroba automatu (vyhledavaciho stroje) trva ©(h -|%|)
 vyrobeny automat prohlédne text za ©(n)
« celkova prace algoritmu je ©(n + h -|Z|)

Algoritmus Aho-Corasick(ova) (1975)

prekladac
(Algoritmy 2 a 3)

vyhledavaci stroj

(automat)

interpret

(Algoritmus 1)




Vyhledavaci stroj pro kone€nou abecedu > a mnozinu vzorku K je Ctvefice
M= (Q, g, f, out), kde

1. Q={0,1, ... ,9} je mnozina stavu

2. g:Qx*—QU{L} je pfechodova funkce, pro kterou plati ¥V x € =: g(0,x) € Q
(symbol - znamena ,nedefinovano®, pfechod ze stavu 0 je definovan V x € %)

3. f:Q — Q je zpétna funkce, pro kterou plati f(0) = 0 (nastupuje pokud g da 1)

4. out:Q — P(K) je vystupni funkce (pro dany stav vyda podmnoZzinu vzorku)

Algoritmus 1 (interpret vyhledavaciho stroje)

vstup: x =x, ... x, €Z*, K={y, ... y,}, M =(Q, g, f, out)
state := 0;
fori:=1tondo
begin

(1) while (g(state,x,) = 1) do state := f(state);

(2) state := g(state,x);

(3) forally, € out(state) do Report (i,p)

end 43



Klicové vlastnosti vyhledavaciho stroje (koneCného automatu):

1. prechodova funkce g

graf funkce g (pro definované dvojice bez smycky ve stavu 0) je ohodnoceny strom,
pro ktery

« stav O je kofenem stromu
» kazda cesta z kofene je ohodnocena nejakou predponou nejakého vzorku z K

» kazda predpona kazdeho vzorku z K ohodnocuje cestu z kofene do n€jakého
(prave jednoho) stavu s = fikame, ze pfedpona (slovo) u reprezentuje stav s
(specialné prazdné slovo ¢ reprezentuje stav 0)

* hloubka stavu s reprezentovaného slovem u je definovana jako d(s) = length(u)
a pro funkci g (na hranach stromu) plati: d(g(s,x;)) = d(s) + 1

2. zpétna funkce f

pro kazdy stav s reprezentovany slovem u plati, ze stav f(s) je reprezentovan
nejdelsi vlastni priponou slova u, ktera je zaroven predponou néjakého vzorku z K

3. vystupni funkce out

pro kazdy stav s reprezentovany slovem u a pro kazdy vzorek y, € K plati:
Y, € oul(s) tehdy a jen tehdy kdyz je y pfiponou slova u
44



Algoritmus 2 (konstrukce vyhledavaciho stroje — 1.faze)

vstup: K={y, ...V} {mnozina vzorku}

vystup: Q={0, ... ,q} {mnozina stavl vyhledavaciho stroje}
g:QxI—->QuU{} {prechodova funkce splnujici Vlastnost 1}
0: Q — P(K) {,polotovar® vystupni funkce out}

procedure Enter(y, ; ... ¥, ); {pripojeni slova y, ke grafu funkce g}

begin stav:=0;i:=1;
while (i <= m) and (g(stav,y, ) <> ) do
begin stav := g(stav,y,); {pohyb po jiz hotové vétvi}
i=1+1 {posun ve slove y}
end;
while (i <= m) do
begin Q:=QU{g+1}; g:=qg+1 {vytvofeni nového stavu}
for all x € = do g(qg,x) = L

g(stav,y,;) == q; {prodlouzeni vétve}
stav :=q; {pokroCeni do noveho stavu}
=i+ 1 {posun ve slove y}

end;
o(stav) :={y,}
end; {of Enter}
begin Q :={0}; forall x €  do g(0,x) := -1 {hlavni program}
for p := 1 to k do Enter(y,);
for all x € >~ do if g(0,x) =+ then g(0,x) =0

end.
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Algoritmus 3 (konstrukce vyhledavaciho stroje — 2.faze)

vstup: Q=1{0, ... ,q} {mnozina stavl vyhledavaciho stroje}
g:QxI->QuU{L} {prechodova funkce spliujici Vlastnost 1}
0:Q — P(K) {,polotovar” vystupni funkce out}

vystup: f:Q — Q {zpétna funkce spliujici Vlastnost 2}
out : Q — P(K) {vystupni funkce splnujici Vlastnost 3}

vytvor prazdnou frontu stavu;
f(0) := 0; out(0) := &;
for all x € 2 do begin {zpracuje potomky korene}
s 1= g(0,x);
if s <> 0 then
begin  f(s) := 0; out(s) := o(s);
zafad' s na konec fronty
end
end;
while fronta neni prazdna do
begin r:=prvni prvek z fronty (a vyrad r z fronty);
forall x € = do if g(r,x) <> -1 then {zpracuje potomky uzlu r}
begin s :=g(rx); t:=1(r);
while g(t,x) = then t := f(t);
f(s) := g(t,x); out(s) := o(s) U out(f(s));
zafad' s na konec fronty
end
end 46



Algoritmus Knuth-Morris-Pratt
 zjednoduSena verze algoritmu Aho-Corasick(ova) pro vyhledavani jediného vzorku
* kratSi a snadngji pochopitelny popis
« (mirné) lepSi asymptoticka slozitost (©(n + h ) misto O(n + h -|X|))

» graf pfechodové funkce g neni strom ale fetézec, coZz umoziuje g explicitné vabec
nepouzivat (zde je ta uspora ve sloZzitosti preprocessingu, protoze g ma h ||
pfechodu), funkce g je pouzivana pouze implicitné

« zpétna funkce f se zde nazyva prefixova funkce a protoze v pfripadé jediného vzorku
odpovida Cislo stavu délce prefixu daného vzorku, ktery je danym stavem
reprezentovan, tak ma f jednodusi definici:

f(s) je délka nejdelSi vlastni pfipony slova reprezentovaného stavem s (toto slovo je
prosté predpona deélky s daného vzorku), ktera je zaroven predponou (daného vzorku)

« vystupni funkce je trivialni, ve stavu h hlasi vyskyt (jediného) vzorku, jinde nic
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procedura Prefix (nahrazuje Algoritmy 2 a 3)

vstup: K={y} {jediny vzorek}
vystup: f: Q — Q {prefixova funkce}
f(1) := 0;

t:=0;

forg:=2tohdo
begin  while (t > 0) and (y,,; <>y,) do t :=f(t);
If (Vg = Yg) then t:=t+1;

f(q) ==t
end

Algoritmus KMP (nahrazuje Algoritmus 1)
vstup: x = X, ... X, € 2%, K = {y}, prefixova funkce f

state := 0;
fori:=1tondo
begin

(1) while (state > 0) and (Yq,es1 <> X;) do state := f(state);
(2) if Yoaesr = X then state := state + 1;
(3) if (state = h) then begin Report (i);

state := f(state)

end
end
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ADS prezenéni studium VSFS

Dosazitelnost v grafu nasobenim matic

Vstup: Orientovany graf G=(V,E), |VI=n, I[El=m

Uloha: Vypoget tranzitivniho uzavéru.

Vime: Matici dosazitelnosti Ize ziskat v €ase O(n(n+m)) pomoci n pouziti DFS.
Méjme graf reprezentovany matici sousednosti Ac (s 1 na diagonale), potom:
e (Ac ® Ac) reprezentuje matici ,dosazitelnosti (nejvys) na 2 kroky”

e (Ac ® Ac ® Ag) reprezentuje matici ,dosazitelnosti (nejvys) na 3 kroky”

* (Ac)" reprezentuje matici ,dosazitelnosti (nejvys) na n kroku”, tedy matici
sousednosti tranzitivniho uzaveru.

To vSe za predpokladu, ze
* misto nasobeni celych Cisel pouzijeme logickou konjunkci (tedy and), a
» misto scitani celych Cisel pouzijeme logickou disjunkci (tedy or).

Nasobeni matic je asociativni, proto staci log n nasobeni, dohromady
dostaneme ¢as ©(n? log n), coz je horsi, ale Ize dobfe paralelizovat, protoze

1. vSechny prvky vysledné matice Ize vyhodnocovat souCasné a
2. u skalarniho soucinu délky n Ize vyhodnocovat sou¢asné vSech n soucinu.

=> Pomoci n?® procesorl Ize vynasobit dvé matice fadu n v konstantnim ¢ase.
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ADS prezenéni studium VSFS

Model paralelniho stroje PRAM

Procesor (PID,
lokalni pamét)

Procesor (PID, Procesor (PID,
lokalni pamét) © O O lokalni pamét)

—

Globalni sdilena pamét

- Kazdy procesor ma své PID, které zna.

- Jednotlivé procesory spolu komunikuji pres sdilenou pamét.

« VSechny procesory se fidi tymz algoritmem.

* Procesory pracuji paralelné a synchronizovane, tj. 1 krok PRAMU = 1
instrukce kazdého procesoru.

« V 1 kroku PRAMu mize z téZe buriky globalni paméti Cist libovolny pocet
procesort (CR = concurrent read).

« V 1 kroku PRAMu mdze na tutéz buriku globalni paméti zapisovat libovolny
pocet procesorl, pokud zapisuji touz hodnotu (CW = concurrent write).
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ADS prezencni studium VSFS

Paralelni vypocet dosazitelnosti tranzitivnino uzaveru

MySlenka: Kazdy z n3 procesoru interpretuje svuj PID jako trojici O=i, |, k=n-1.
Tj. PID=in2+jn+k.

Realizace: Procesory se shodnymi souradnicemi i a | pocitaji prvek A[i, ||,
priéemz procesor se souradnicemi i, j, k vyhodnocuje vyraz Ai, k|*A[k, j].

Algoritmus (paralelni mocnéni booleovskych matic)
vstup: A: array [1..n, 1..n] of boolean; {matice sousednosti G ve sdilené pameéti}
vystup: v A je ulozena mocnina Al pro I=n. {matice dosazitelnosti tranz. uzaveru}
begin
1:=PID div n?; j:=(PID mod n?) div n; k:=(PID mod n);
|:=1; {sou¢asna mocnina}
while |<n-1 do
begin
if Ali, K]J&A[K, j] then A[i, j]:=true;
|:=[*2;
end;

end
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ADS prezenéni studium VSFS

Paralelni vypocCet matice dosazitelnosti
Je treba zabezpecit stejny pocet instrukci i pri nesplnéni podminky if, aby
byla prace synchronizovana.
Zapisuje se pouze true, tedy vzdy totéz.
Cyklus se opakuje O(log n) krat, celkovy parelelni Cas je tedy tyz.
Pocet procesortl je ©(n3).

Paralelizovat Ize i DFS, ale jen pomoci n procesor(, z nichz kazdy realizuje
jedno DFS, jez nemohou pracovat na tychz datech, tj. vyZzaduji vétsi lokalni
paméf a celkovy ¢as je linearni.
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Tridici sité

TFidici sit' je obvod ktery ma n vstupl z hodnotami z néjakého linearné usporadaného
typu (tj.kazdé dvé hodnoty jsou porovnatelné) a n vystupul, na kterém jsou vstupni
hodnoty setfidéné (bez ohledu na to v jakém poradi pfisSly na vstup).

X1 Xy X

[ |
Thidici sit

Yr Yo Yn

Tento obvod obsahuje jediny typ hradla a sice komparator, coz je hradlo se dvéma
vstupy x, a x, a dvéma vystupy vy, a y,, pro které plati y,=min{x,,x,} a y,=max{x,,x.}.

Formalni definice tridici sité:

« K={K,, K,, ..., K.} je mnozina komparatoru, s se pak nazyva velikost sité
cO={(kji)|1=k=s,1=1=2}jemnozina vystupu (k je Cislo komparatoru a i vystupu)
l={(kj)|1T=k=s,1=<i=<2}jemnozina vstupl

« C = (K, f) je tfidici sit, kde f : O — | je Caste€né prosté zobrazeni 53



Podminka acyklicity sité:

Pozadujeme aby orientovany graf G = (K,E) kde (Ku,Kv) & E pokud existuji i a |
takove, ze f(u,i) = (v,)), byl acyklicky.

Rozdéleni komparatoru do hladin:

« Definujme L, = { K, | K. ma v G vstupni stupen nula} (L, je neprazdna diky acyklicité)

« Necht jsou definovany L, L,, ... ,L,,kdeL=L, UL, U ...UL, K. Pak definujme
L., ={K | K mav G\L vstupni stupen nula} (L,.,je neprazdna diky acykilicité)

« PocCet hladin znaCime d a nazyvame hloubkou sité

Prace sité:

- Cas 0 : definovany vstupy sité (kam patfi vstupy vSech komparatoru v L,)
pracuji komparatory v L,
- Cas 1 : definovany vstupy vSech komparatort v L,

pracuji komparatory v L,

« Cas d-1 : definovany vstupy vSech komparatoru v L

pracuji komparatory v L 54

» ¢cas d : definovany vSechny vystupy sité



Pozorovani: Casova slozitost trideni odpovida hloubce sité (to je tedy kliCovy parametr)

Topologicky jina reprezentace sité:

. ,draty” ze vstupu x; do vystupu y; nakresleny jako pfimky
* jednotlivé komparatory ,roztazeny“ mezi prislusné ,draty”
» kazda sit jde takto prekresilit
* poCtu vstupu/vystupt (dratd) fikame Sirka sité

Merge-Sort implementovany tridici siti
Chceme setridit x,, x,, ... , x, (pfedpokladame ze n je mocnina dvojky)
Realizujeme to siti S, ktera je rekurzivné definovana nasledujicim obrazkem

X1 X5 Xz Xnjows Xn

Sn/2 Sn/2

[ | [ |
Yi Yo Yni2 Yni2+1 Yn

kde M, je sluCovaci (slévaci) sit Sifrky n (rekurze se zastavi pro n=2)
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Zbyva ukazat jak zkonstruovat slucovaci sit M_ (opét jde o rekurzivni konstrukci) :

a, ds Ap/2-1 b, o D1
dy d, dn2 ‘ b, ‘ b, D,
Ivln/2
C, Co Cr/a Ch/a+1 Ch/a+2 Cn2
d, d, d.4 d/a+q d/aeo o B
Y1 Yo Y3 Vs Yoz Yoo+ Yn-1 Yn

Liché Cleny obou setfidénych posloupnosti jsou vstupem jedné kopie M, a sudé Cleny
jsou vstupem druhée kopie M_,,. Navic jsou vystupy obou siti propojeny jednou hladinou
komparatoru dle obrazku (Eervené komparatory). Rekurze se opét zastavi pro n=2.

Pro vstup plati: a,=a,=<..<a,, ab=sb,=...<by,
Indukcni predpoklad: C,<Cy=<..=Cyp ad =sd,=...=d,

56
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Cerné nerovnosti (3ipky) vime, zelené nerovnosti a modré nerovnosti (Sipky) dokazeme.
Bez ohledu to, jak dopadne porovnani jednotlivymi Cervenymi komparatory, budou Sipky
generovat linearni usporadani, které bude spravnym usporadanim vystupnich hodnot.

Hloubka a velikost tridici sité Sirky n = 2k

1.SluCovaci sit M

ma hloubku (pocet hladin) d(M,) = log,n
a velikost (poCet komparatoru) s(M,) = n/2 log,(n/2) + 1
2.Tridici sit' S,
ma hloubku (pocet hladin) d(S,) = 1/2 log,n (log,n+1)
a velikost (poCet komparator() s(S,) = 1/4 nlog,n (log,n—1) + (n—1)
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Dolni odhad slozitosti tridéni pomoci transpozicnich siti

At C je tridici sit' s n vstupy, s(C) komparatory a hloubkou d(C).

Z C muzeme sestrojit sekvencni algoritmus pro tfidéni, ktery pouziva presné s(C)
porovnani, algoritmus prosté simuluje sit’ C.

Vime, ze algoritmus pro tfidéni pomoci porovnani potrebuje Q(n logn) porovnani.
Z toho plyne, ze s(C) = Q(n logn).

Protoze v kazdé hladiné muze byt nejvys n/2 komparatoru, musi platit, ze d(C) =
Q(logn).
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Tridy P a NP, prevoditelnost problému, NP uplnost

Uloha: pro dané zadani najit strukturu s danymi vlastnostmi
Priklady:
« v daném orientovaném grafu najdi cyklus

* vynasob dve dané Ctvercové matice

Optimaliza¢ni uloha: pro dané zadani najit optimalni (vétSinou nejmensi nebo nejvétsi)
strukturu s danymi vlastnostmi

Priklady:

« v daném neorientovaném grafu najdi nejvétsi (potem vrcholl) uplny podgraf (kliku)
* pro danou mnozinu ukold najdi nejkratSi rozvrh

Rozhodovaci problém: pro dané zadani odpovédét ANO/NE

Priklady:

* existuje v daném neorientovanam grafu Hamiltonovska kruznice?
* je dana Ctvercova matice regularni?

My se v nasledujicim omezime jen na rozhodovaci problémy, coz Ize (vice méné) udélat
bez Ujmy na obecnosti - vtom smyslu, ze k vétsineé (optimalizacnich) uloh existuje

,Stejné tézky" rozhodovaci probléem.
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Definice (vagni): Tfida P je tfida rozhodovacich problému, pro které existuje
(deterministicky sekvencni) algoritmus bézici v polynomialnim Case (vzhledem k
velikosti zadani), ktery spravné rozhodne ANO/NE (ktery reSi dany problém).

* je dany orientovany graf silné souvisly?
 obsahuje dany neorientovany graf trojuhelnik? (specialni pripad ,kliky®)
* je dana matice regularni?

Nedeterministicky algoritmus = algoritmus, ktery v kazdém svém kroku muze volit z
nékolika moznosti

Nedeterministicky algoritmus resi dany rozhodovaci problém < pro kazdé kladné
zadani problému (odpovéd ANO) existuje posloupnost voleb vedouci k tomu, ze
algoritmus odpovi ANO, pro zadné zaporné zadani takova posloupnost voleb neexistuje.

Definice (vagni): Tfida NP je tfida rozhodovacich problému, pro které existuje
nedeterministicky sekvencni algoritmus bézici v polynomialnim Case (vzhledem k
velikosti zadani), ktery fesi dany problém.

Jiny model nedeterministického algoritmu: dopredu provede volby (do paméti zapiSe
vektor Cisel) a pak uz provadi jednotlivé kroky ptuvodniho algoritmu deterministicky.

Alternativni definice (opét vagni): Rozhodovaci problém patfi do tfidy NP, pokud pro
kazdé jeho kladné zadani existuje (polynomialné velky) certifikat, pomoci néhoz lze v
polynomialnim Case (deterministicky) ovéfrit, ze zadani je skute¢né kladné

(Ze odpovéd na dané zadani je skutecné ANO). 60



Priklady problému ze tridy NP:

« KLIKA (Uplny podgraf): Je dan neorientovany graf G a Cislo k.
Otazka: Existuje v G uplny podgraf velikosti alespon k?

« HK (Hamiltonovska kruznice): Je dan neorientovany graf G.
Otazka: Existuje v G Hamiltonovska kruznice?

« TSP (obchodni cestujici): Je dan ohodnoceny uplny neorientovany graf G a Cislo k.
Otazka: Existuje v G Hamiltonovska kruznice celkové délky nejvyse k?

« SP (souCet podmnoziny): Jsou dana prirozena Cisla a,, a,, .... , a,, b.
Otazka: Existuje podmnozina Cisel a,, a,, .... , a,, jejiz souCet je pfesné b?

« ROZ (rozvr. na paralel. strojich): Je dan pocet ukold, jejich délky, pocet stroju a Cislo k.
Otazka: Existuje pfipustny rozvrh délky nejvyse k?

» SAT (splnitelnost Booleovskych formuli): Je dana formule na n 0-1 proménnych v KNF.

Otazka: Existuje (pravdivostni) ohodnoceni proménnych pro které ma dana
formule hodnotu 17

Ukazeme, ze HK — TSP, SP — ROZ a SAT — KLIKA, kde A — B znamena, ze pokud
existuje polynomialni algoritmus rfesici B potom také existuje polynomialni algoritmus

resici A, neboli vyresit B je alespon tak ,tezké" jako vyresit A. 61



Prevody (redukce) mezi rozhodovacimi problémy

Necht A,B jsou dva rozhodovaci problémy. Rikame, Ze A je polynomialné redukovatelny
na B, pokud existuje zobrazeni f z mnoziny zadani problému A do mnoziny zadani
problému B s nasledujicimi vlastnostmi:

1. Necht X je zadani problému A a Y zadani problému B takové, ze Y = f(X). Potom je X
kladné zadani problému A tehdy a jen tehdy, kdyz je Y kladné zadani problému B.

2. Necht X je zadani problému A. Potom je zadani f(X) problému B (deterministicky
sekvencné) zkonstruovatelné v polynomialnim ¢ase vzhledem k velikosti X.

Poznamka: Z 2. také vyplyva, Ze velikost (X) je polynomialni vzhledem k velikosti X.

NP-uplnost

Definice: Problém B je NP-t€zky pokud pro libovolny problém A ze tfidy NP plati, ze A je
polynomialné redukovatelny na B.

Definice: Problém B je NP-uplny pokud 1) patfi do tfidy NP a 2) je NP-tézky.

Dusledek 1: Pokud je A NP-tézky a navic je polynomialné redukovatelny na B, tak je B
take NP-tezky.

Dusledek 2: Pokud existuje polynomialni algoritmus pro néjaky NP-t€Zky problém, pak
existuji polynomialni algoritmy pro vSechny problémy ve tfidé NFP.

Véta (Cook-Levin 1971): SAT je NP-uplny.
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Aproximachni algoritmy

Aprox. algoritmy jsou vhodné tam, kde je nalezeni optimalniho reseni
,2oeznadejné” (Casove pfilis narocné), typicky u NP-tézkych optimalizacnich uloh
(optimalizacnich verzi NP-uplnych rozhodovacich problému). Maji nasleduijici tfi
vlastnosti:

1. konstruuji suboptimalni feseni
2. poskytuji odhad kvality zkonstruovaného reseni vzhledem k optimu
3. bézi v polynomialnim Case (jinak nejsou zajimave)

Priklad maximalizacni ulohy (optimalizacni verze KLIKY)):

Pro dany neorientovany graf najdi nejvétsi (poctem vrcholl) kliku (Uplny podgraf).

Po aproximacnim algoritmu chceme garanci typu f(APROX) = % f(OPT), kde f(X) je v
tomto pripadé pocet vrcholul (tj. velikost kliky) v feSeni X, OPT je optimalni feSeni a
APROX je feSeni vydané aproximacnim algoritmem.

Priklad minimalizaCni ulohy (optimalizaCni verze ROZ):

Pro dané ukoly a dany pocet stroju najdi nejkratsi rozvrh.
Po aproximacnim algoritmu chceme garanci typu f(APROX) < 2 f(OPT).

Definice: Pomérova chyba aproximacniho algoritmu je definovana jako pomér (podil)
f(APROX) / f(OPT) pro minimalizacni ulohy a f(OPT) / f(APROX) pro maximalizaCni
tlohy. Relativni chyba je pak definovana jako |f(APROX) — f(OPT)| / f(OPTP}?



Naivni aproximacni algoritmus FRONTA pro optimalizacni verzi ROZ: bere ukoly
postupné podle jejich Cisel a kazdy ukol vzdy umisti na stroj, ktery je volny nejdrive.

Znaceni: OPT = optimalni rozvrh, Q = rozvrh zkonstruovany algoritmem FRONTA,
délka(OPT) = o, délka(Q) = q

Véta: Pokud m je pocet strojd, tak g < ((2m - 1) / m)o a tento odhad jiz nelze zlepSit.

Dusledek: Aproximacni algoritmus FRONTA ma pomérovou chybu 2.
Dukaz:

1. Tésnost odhadu: Pro kazdé m zkonstruujeme zadani, pro které plati v dokazované
nerovnosti rovnost, a to nasledujicim zptusobem

X{ =X, = ... =X, =m=1 (m-1 ukolu déelky m-1)
Xy = Xpyq = oo = X o = 1 (m=1 Ukolu délky 1)
Xom_q = M (1 ukol delky m)

2. Platnost nerovnosti: Necht j je ukol koncici jako posledni v rozvrhu Q (koncCici v Case
g) a necht' t je okamzik zahajeni ukolu j. Potom zadny procesor nema prostoj pred
Casemtaplati mg=(2m-1)o.
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Lepsi aproximaéni algoritmus USPORADANA FRONTA pro optimalizaéni verzi ROZ:
pracuje stejné jako FRONTA, ale na zaCatku ukoly setfidi do nerostouci posloupnosti
podle jejich délek.

Znaceni: OPT = optimalni rozvrh, o ,
U = rozvrh zkonstruovany algoritmem USPORADANA FRONTA,
délka(OPT) = o, délka(U) = u

Véta: Pokud m je pocet stroju, tak u < ((4m - 1) / 3m)o a tento odhad jiz nelze zlepsit.

Dusledek: Aproximaéni algoritmus USPORADANA FRONTA ma pomérovou chybu 4/3.

Dukaz: Tésnost odhadu: Pro kazdé liché m zkonstruujeme zadani, pro které plati v
dokazované nerovnosti rovnost, a to nasledujicim zptusobem

X4 = Xy, = 2m-1 (2 ukoly delky 2m-1)
X3 = X4 = 2mM-2 (2 ukoly délky 2m-2)
Xom_3 = Xom_p = M+1 (2 ukoly déelky m+1)

Xom_1 = Xom = Xomeq = M (3 ukoly delky m)
Lemma: Pokud pro vSechny ukoly plati x, = 1/30 pak u = o.

Dokonéeni dukazu: Necht' j je ukol koncici jako posledni v rozvrhu U (koncici v Case u).
Pokud x, > 1/30 tak pouzijeme Lemma, v opacném pripade je dikaz 65

velmi nodobnyv iako pro alaoritmus FRONTA.




