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Jazyk teorie množin:
L = {∈}

(pracujeme v logice s rovnostı́, tedy = je v jazyce implicitně)

Volné a vázané proměnné:

ϕ(x) . . . (∃y)(x = 2y)

ϕ(z) . . . (∃y)(z = 2y)

(∃y)(y = 2y)
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Axiomy teorie množin ZF:
1 existence
2 extenzionality
3 schéma vydělenı́
4 dvojice
5 sumy/sjednocenı́
6 potence
7 schéma nahrazenı́
8 nekonečna
9 fundovanosti
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axiom existence: (∃x)(x = x)

axiom extenzionality:(∀u)(u ∈ x ↔ u ∈ y)→ x = y
(platı́ i←)
schéma vydělenı́

Můžeme definovat:
prázdná množina . . . ∅
binárnı́ průnik . . . x ∩ y
rozdı́l množin . . . x − y
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axiom dvojice: (∀a)(∀b)(∃z)(∀x)(x ∈ z ↔ (x = a ∨ x = b))

Můžeme definovat:
dvojice množin . . . {a,b}
jednoprvková množina . . . {a}
uspořádaná dvojice . . . 〈a,b〉 = {{a}, {a,b}}

Lemma
1 {x , y} = {u, v} ↔ ((x = u ∧ y = v) ∨ (x = v ∧ y = u))
2 〈x , y〉 = 〈u, v〉 ↔ (x = u ∧ y = v)
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Definice uspořádané k -tice (metamatematickou) indukcı́:
〈a1〉 = a1

〈a1, . . . ,ak+1〉 = 〈〈a1, . . . ,ak〉 ,ak+1〉

Lemma
〈a1, . . . ,ak〉 = 〈b1, . . . ,bk〉 ↔ (a1 = b1 ∧ · · · ∧ ak = bk)

Důkaz.
Indukcı́ podle k .
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axiom sjednocenı́:
(∀a)(∃z)(∀x)(x ∈ z ↔ (∃y)(x ∈ y ∧ y ∈ a))

Můžeme definovat:

sjednocenı́ množiny . . .
⋃

a
sjednocenı́ množin . . . a ∪ b
k -prvkovou množinu . . . {a1, . . . ,ak}
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Definujme nejprve a ⊆ b jako (∀u)(u ∈ a→ u ∈ b).
a ⊆ b . . . podmnožina
a ⊂ b . . . vlastnı́ podmnožina

Lemma
1 (∀x)(∅ ⊆ x)
2 (∀x)(x ⊆ x)

Pozor: Neplatı́ (∀x)(∅ ∈ x).
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axiom potence: (∀a)(∃z)(∀x)(x ∈ z ↔ x ⊆ a)

Můžeme definovat:
potence množiny . . .P(a)
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schéma nahrazenı́
axiom nekonečna: (∃z)(∅ ∈ z ∧ (∀x)(x ∈ z → x ∪ {x} ∈ z))
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axiom fundovanosti: (∀a)(a 6= ∅ → (∃x)(x ∈ a ∧ x ∩ a = ∅))

Zakazuje:
y ∈ y
cykly: y1 ∈ y2 ∈ · · · ∈ yk ∈ y1

nekonečné řetı́zky: y1 3 y2 3 y3 3 · · ·
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Axiom výběru (AC)
nezávislý na axiomech ZF, speciálně: nelze ho v ZF
dokázat!
zatı́m pracujeme bez něj
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Třı́dy
Třı́dový term {x ;ϕ(x)} označuje třı́du právě všech množin,
pro něž platı́ ϕ.
Každá množina je třı́da.

Třı́dové proměnné:
značı́me velkými pı́smeny: X ,Y ,Z , . . .
Nelze přes ně kvantifikovat!
Zápis obsahujı́cı́ třı́dové proměnné chápeme jako schéma,
nikoli jako formuli.
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Eliminace třı́dových termů:
Každou formuli obsahujı́cı́ třı́dové termy lze ekvivalentně zapsat

pomocı́ základnı́ho jazyka.
Přı́klad: {x ;ϕ(x)} = {y ;ψ(y)} ∧ a ∈ {z;χ(z)} je ekvivalentnı́

(∀u)(ϕ(u)↔ ψ(u)) ∧ χ(a).
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Univerzálnı́ třı́da: V = {x ; x = x}

Definice
Třı́da {x ;ϕ(x)} se nazývá vlastnı́, jestliže nenı́ množinou – tedy
jestliže neplatı́ (∃z)(∀x)(x ∈ z ↔ ϕ(x)).

Věta
Univerzálnı́ třı́da je vlastnı́ třı́dou.

Důkaz.
Russelův paradox.
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Definujeme třı́dové operace:
A ∪ B
A ∩ B
A− B⋃

A⋂
A
P(A)

Pozor:
Výsledné třı́dy obsahujı́ jako své prvky pouze množiny,
vlastnı́ třı́da nemůže být prvkem žádné třı́dy.
Průnikem prázdné množiny je univerzálnı́ třı́da.
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Lemma
Třı́dové operace ∪,∩ jsou

idempotentnı́,
komutativnı́,
asociativnı́.

Operace ∪ je distributivnı́ vzhledem k operaci ∩ a naopak.

Lemma
De Morganovy zákony.

X − (Y1 ∪ Y2) = (X − Y1) ∩ (X − Y2)

X − (Y1 ∩ Y2) = (X − Y1) ∪ (X − Y2)
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Definice
Kartézský součin třı́d A,B je třı́da
A× B = {〈a,b〉 a ∈ A ∧ b ∈ B}.

V základnı́m jazyce:
A× B = {x ; (∃a)(∃b)(x = 〈a,b〉) ∧ a ∈ A ∧ b ∈ B}.

Věta
Kartézským součinem dvou množin je opět množina.

Důkaz.
Položme z = x ∪ y . Ukážeme

x × y ⊆ z × z ⊆ P(P(z))

Podtřı́dou množiny nemůže být vlastnı́ třı́da.
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Pro libovolnou třı́du X definujeme (metamatematickou) indukcı́:
X 1 = X ,

X n+1 = X n × X .
Tedy X n je třı́da všech uspořádaných n-tic z X .

Platı́ následujı́cı́:
V = V1 ⊇ V2 ⊇ · · · ⊇ Vn ⊇ · · ·
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