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Sémantika

Základnı́m sémantickým pojmem je pojem struktury. Daná
struktura určuje význam symbolů jazyka.

Definice (Struktura)

Bud’ L jazyk. Struktura pro jazyk L je dvojice A = 〈A,LA〉, kde
A 6= ∅; A se nazývá univerzum/nosná množina
LA je množina realizacı́ funkčnı́ch, predikátových a
konstantnı́ch symbolů

je-li R ∈ L n-árnı́ relačnı́ symbol, jeho realizace RA je
(nějaká) n-árnı́ relace na A
je-li F ∈ L n-árnı́ funkčnı́ symbol, jeho realizace F A je
(nějaká) n-árnı́ funkce na A
je-li c ∈ L konstantnı́ symbol, jeho realizace cA je (nějaký)
prvek A
realizace symbolu = je relace identity na A
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V rámci sémantiky jsme induktivně definovali (postupně) tyto
pojmy

1 term,
2 atomická formule,
3 formule.

Nynı́ opět induktivně definujeme jejich hodnoty v dané struktuře
při daném ohodnocenı́.

Definice
Bud’ L jazyk, A = 〈A,LA〉 struktura pro jazyk L. Ohodnocenı́
(proměnných) ve struktuře A je libovolná funkce e : Var → A.
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Definice (hodnota termu při ohodnocenı́)

Bud’ L jazyk, A = 〈A,LA〉 struktura pro L, e ohodnocenı́ v A.
Pro term t ∈ TermL definujeme jeho hodnotu tA[e] při
ohodnocenı́ e následovně:

xA[e] = e(x) (hodnota proměnné je dána bezprostředně
ohodnocenı́m)
cA[e] = cA (hodnota konstanty je dána bezprostředně jejı́
realizacı́)
F (t0, . . . , tn−1)

A[e] = F A(tA
0 [e], . . . , tA

n−1[e])
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Hodnota formule je prvek množiny {0,1}, kde 0 představuje
nepravdu, 1 pravdu.

Definice (Hodnota atomické formule při ohodnocenı́)

Bud’ L jazyk, A = 〈A,LA〉 struktura pro L, e ohodnocenı́ v A, ϕ
atomická formule pro L tvaru R(t0, . . . , tn−1). Jejı́ hodnotu
HA(ϕ,e) v dané struktuře při daném ohodnocenı́ definujeme
takto:

HA(ϕ,e) =

{
1 jestliže 〈tA

0 [e], . . . , tA
n−1[e]〉 ∈ RA

0 jinak

Bud’ e : Var → A ohodnocenı́, a ∈ A. Symbol e(x/a) značı́
ohodnocenı́, které proměnné x dává hodnotu a a na ostatnı́ch
proměnných se shoduje s ohodnocenı́m e.
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Definice (Hodnota formule při ohodnocenı́/Tarského definice
pravdy)

Bud’ L jazyk, A = 〈A,LA〉 struktura pro L, e ohodnocenı́ v A, ϕ
formule pro L. Hodnotu HA(ϕ,e) dané formule v dané struktuře
při daném ohodnocenı́ definujeme (indukcı́ dle složitosti ϕ)
takto:

1 Je-li ϕ atomická, je HA(ϕ,e) již definováno.
2 Jinak definujeme

HA(ψ ∧ χ,e) = 1⇔ HA(ψ,e) = 1 a zároveň HA(χ,e) = 1
HA(ψ ∨ χ,e) = 1⇔ HA(ψ,e) = 1 nebo HA(χ,e) = 1
HA(ψ → χ,e) = 1⇔ HA(ψ,e) = 0 nebo HA(χ,e) = 1
HA(ψ ↔ χ,e) = 1⇔ HA(ψ,e) = HA(χ,e)
HA(¬ψ,e) = 1⇔ HA(ψ,e) = 0
HA(∀xψ,e) = 1⇔ pro každé a ∈ A platı́ HA(ψ,e(x/a)) = 1
HA(∃xψ,e) = 1⇔ pro nějaké a ∈ A platı́ HA(ψ,e(x/a)) = 1
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Poznámky k předchozı́ definici:
Stále platı́ (v definici už výslovně neuvádı́me), že hodnota
formule je prvek množiny {0,1}. Tedy pro stručnost
uvádı́me

HA(ψ ∧ χ,e) = 1⇔ HA(ψ,e) = 1 a zároveň HA(χ,e) = 1

mı́sto

HA(ψ∧χ,e) =

{
1 jestliže HA(ψ,e) = 1 a zároveň HA(χ,e) = 1
0 jinak

Mı́sto HA(ϕ,e) = 1 obvykle pı́šeme A � ϕ[e] a čteme

”formule ϕ je splněna/platı́ při ohodnocenı́ e ve struktuře A“.
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Definice (Platnost formule ve struktuře)

Bud’ L jazyk, A = 〈A,LA〉 struktura pro L, ϕ formule pro L.
Formule ϕ platı́ ve sturktuře A, pı́šeme A � ϕ, jestliže A � ϕ[e]
pro každé ohodnocenı́ e : Var → A.

Pozor! Nenı́ obecně pravda, že A � ϕ nebo A � ¬ϕ. (Tedy
A 2 ϕ neimplikuje A � ¬ϕ). Platı́-li ϕ v každé struktuře pro daný
jazyk, řı́káme, že ϕ je tautologie.
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Syntax - pokračovánı́

Výskyt proměnné ve formuli:
volný (neležı́ v dosahu přı́slušného kvantifikátoru)
vázaný (ležı́ v dosahu přı́slušného kvantifikátoru)

Přı́klad
Ve formuli

(∃x)(∀z)(x = z ∨ x = y) ∧ (y = z)

jsou vázané výskyty označeny červeně, volné modře. Symboly
x , z černé barvy nejsou výskyty proměnných, považujeme je za
součást symbolu pro kvantifikaci.
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Formule se nazývá uzavřená formule, neboli sentence, nemá-li
v nı́ žádná proměnná volný výskyt. Formule se nazývá otevřená,
neobsahuje-li žádnou kvantifikaci. (Pozor! Formule může být
zároveň uzavřená i otevřená.)

Přejmenovánı́ vázaných proměnných

Substituovatelnost

Substituce termu t do formule ϕ za proměnnou x
nahrazujı́ se volné výskyty x substituovatelným termem t
ϕ(x/t)
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Definice
Bud’ L jazyk. Teorie pro jazyk L je (libovolná) množina T
L-formulı́. Prvky T se nazývajı́ (mimologické) axiomy (teorie T).
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Hilbertovský kalkulus

důkazový systém (jeden z mnoha)
umožňuje precizovat pojem důkazu
obsahuje logické axiomy (tautologie, nejjednoduššı́
dokazatelná tvrzenı́) a logická pravidla (umožňujı́cı́
odvozovat dalšı́ tvrzenı́ z již dokázaných)
logické axiomy: výrokové, kvantifikátorové, axiomy rovnosti
(pro jazyk s rovnostı́)
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Výrokové axiomy

Bud’ ϕ, ψ, χ libovolné formule (pro nějaký jazyk), pak následujı́cı́
formule jsou axiomy:

ϕ→ (ψ → ϕ)

(ϕ→ (ψ → χ))→ ((ϕ→ ψ)→ (ϕ→ χ))

(¬ϕ→ ¬ψ)→ ((¬ϕ→ ψ)→ ϕ)

(ϕ ∧ ψ)→ ϕ

(ϕ ∧ ψ)→ ψ

ϕ→ (ψ → (ϕ ∧ ψ))

ϕ→ (ϕ ∨ ψ)

ψ → (ϕ ∨ ψ)

(ϕ→ χ)→ ((ψ → χ)→ ((ϕ ∨ ψ)→ χ))

Pozn.: Spojku↔ chápeme jako definovanou.
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Kvantifikátorové axiomy

Bud’ ϕ, ψ libovolné formule (pro nějaký jazyk) a t libovolný term
(pro tentýž jazyk) takové, že term t je substituovatelný za x ve
ϕ. Pak následujı́cı́ formule jsou axiomy:

(∀x)ϕ→ ϕ(x/t)
ϕ(x/t)→ (∃x)ϕ

Axiomy rovnosti

Bud’ R relačnı́ symbol (daného jazyka nebo symbol =) vhodné
arity, F funkčnı́ symbol (daného jazyka) vhodné arity,
x , x0, . . . xn−1, y0, . . . , yn−1 proměnné. Pak následujı́cı́ formule
jsou axiomy:

x = x
x0 = y0 ∧ · · · ∧ xn−1 = yn−1 → (R(x0, . . . xn−1)→
R(y0, . . . , yn−1))
x0 = y0 ∧ · · · ∧ xn−1 = yn−1 → (F (x0, . . . xn−1) =
F (y0, . . . , yn−1))
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Z axiomů rovnosti plyne, že = je ekvivalence (navı́c je to
kongruence vůci relacı́m a funkcı́m daného jazyka).

Odvozovacı́ pravidla
Modus ponens: Z formulı́ ϕ a ϕ→ ψ odvod’ ψ.
∀-generalizace: Z formule ψ → ϕ odvod’ formuli ψ → (∀x)ϕ,
pokud x nenı́ volná v ψ
∃-generalizace: Z formule ϕ→ ψ odvod’ formuli (∃x)ϕ→ ψ,
pokud x nenı́ volná v ψ
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Definice
Bud’ T teorie v jazyce L. Důkaz v T je posloupnost d L-formulı́
ϕ0, . . . , ϕn taková, že pro každé ϕi z d platı́ jedno z následujı́cı́ch

ϕi je axiom teorie T
ϕi je logický axiom
ϕi je odvozena z formule ϕj , kde j < i , pomocı́ pravidla
∀-generalizace, či ∃-generalizace
ϕi je odvozena z formulı́ ϕj , ϕk , kde j , k < i , pomocı́ pravidla
modus ponens.

Je-li d důkaz v T a ϕ je poslednı́ položka posloupnosti d ,
řı́káme, že d je důkaz formule ϕ v teorii T. Existuje-li důkaz
formule ϕ v T , řı́káme, že formule ϕ je dokazatelná v T a
pı́šeme T ` ϕ. Je-li teorie T prázdná (neobsahuje žádné
axiomy), pı́šeme mı́sto ∅ ` ϕ pouze ` ϕ a řı́káme, že ϕ je
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Je-li T ` ¬ϕ, řı́káme, že ϕ je vyvratitelná v T.
Nenı́-li ϕ v T dokazatelná, ani vyvratitelná, řı́káme, že je v
T nezávislá.
Platı́-li T ` ϕ ∧ ¬ϕ pro nějakou ϕ, řı́káme, že T je sporná.
Je-li T bezesporná a každá sentence (přı́slušného jazyka)
je v T dokazatelná či vyvratitelná, řı́káme, že T je
kompletnı́/úplná.
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Sémantika - pokračovánı́

Definice
Bud’ L jazyk, A struktura pro L, T teorie v L. A je model teorie
T , jestliže platı́ A � ϕ pro každou ϕ ∈ T . Pı́šeme A � T .
L-formule ϕ platı́ v T , jestliže A � ϕ pro každý model A teorie T .
Pı́šeme T � ϕ.

Je-li T prázdná, pı́šeme mı́sto ∅ � ϕ pouze � ϕ.
Platı́: � ϕ⇔ ϕ je tautologie.
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Věta (o dedukci)

Bud’ L jazyk, T teorie pro L, ϕ L-sentence a ψ L-formule. Pak

T ` ϕ→ ψ ⇔ T ∪ {ϕ} ` ψ.

Věta (o kompaktnosti)

Bud’ L jazyk, T teorie pro L. Teorie T má model, právě když
každá konečná S ⊆ T má model.

Věta (o korektnosti a úplnosti)

Bud’ L jazyk, T teorie pro L, ϕ L-formule. Pak

T ` ϕ⇔ T � ϕ.
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