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Teorie

Neformailné, teorie je popis “svéta”, na ktery vymezujeme svij diskurz.

@ Vyrokova teorie nad jazykem P je libovolnd mnozina T vyrok( z VFp.
Vyrokiim z T fikame axiomy teorie T.

@ Model teorie T nad PP je ohodnoceni v € M(P) (tj. model jazyka),
ve kterém plati vSechny axiomy z T, znalime v = T.

@ Tridamodeld T je M (T) = {ve M(P) | v = ¢ prokazdé ¢ € T}.
Napf. pro teorii T = {p, =pV —q, g —r}nad P = {p,q,r}je
M*(T) ={(1,0,0),(1,0,1)}
@ Je-li teorie T konecnd, Ize ji nahradit konjunkci jejich axiomd.
@ Zapis M(T, ) znaci M(T U {p}).
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Sémantika vzhledem k teorii

Sémantické pojmy zobecnime vzhledem k teorii, respektive k jejim modellim.
Necht T je teorie nad P. Vyrok ¢ nad P je

@ pravdivy v T (plati v T), pokud plati v kazdém modelu T, znaime T | ¢,
Rikame také, Ze ¢ je (sémantickym) disledkem teorie T.

@ Zivy v T (sporny v T), pokud neplati v zadném modelu teorie T,
@ nezavisly v T, pokud plati v néjakém modelu teorie T a neplati v jiném,
@ spinitelny v T (konzistentni s T), pokud plati v néjakém modelu T.

Vyroky ¢ a v jsou ekvivalentni v T (T -ekvivalentni), psano ¢ ~ 1, pokud
kazdy model teorie T je modelem ¢ pravé kdyz je modelem .

Poznamka Jsou-li vSechny axiomy teorie T pravdivé (tautologie), napt. pro
T = (), vSechny pojmy vzhledem k T se shoduji s pivodnimi (logickymi)
pojmy.
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Dusledek teorie

Dusledek teorie T nad P je mnozina 6 (T) vSech vyroku pravdivych v T, tj.
0" (T) = {p € VFe | T |= o}.

Tvrzeni Pro kazdé dvé teorie T, T’ a vyroky ¢, o1, . ..,on Nad P

(1) T Co™(T)=0"(6"(T)),

(2) TCT = 6%(T)C6%(T),

B) et ({er,-..son}) & E(@1 A Apn) = o

Dikaz Snadno z definic, nebot T = ¢ < M(T) C M(y) a navic
(1) M(@6(T)) = M(T),

() TCT = M(T')C M(T),

B) Fv—=¢ e M) M), Miei A... Apn) = M(o1,..0n). 1
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Vlastnosti teorii
Vyrokova teorie T nad P je (sémanticky)
@ sporna, jestlize v ni plati L (spor), jinak je bezesporna (splnitelna),
@ kompletni, jestlize neni sporna a kazdy vyrok je v ni pravdivy &i IZivy, tj.
zadny vyrok v ni neni nezavisly,
@ extenzeteorie T' nad P, jestlize P’ C P a 0% (T") C 6% (T),
o extenzi T teorie T’ fekneme, Ze je jednoducha, pokud P =, a
konzervativni, pokud 6% (T") = 6 (T) N VFp/,
@ ekvivalentni s teorii T', jestlize T je extenzi T’ a T’ je extenzi T,

Pozorovani Necht' T a T’ jsou teorie nad P. Teorie T je (sémanticky)
(1) bezesporna, pravé kdyZz ma model,

(2) kompletni, pravé kdyz ma jediny model,

(3) extenze T', pravé kdyz M*(T) C MF(T"),

(4) ekvivalentni s T', pravé kdyz M®(T) = MF(T").
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Algebra vyroku

Necht T je bezesporna teorie nad P. Na mnoziné VFp/ ~r Ize zadefinovat
operace —, A, V, L, T (korektné) pomoci reprezentantu, napr.

[Plnr A [lny = [0 Ay
Pak AVF(T) = (VFp/~7, -, A, V, L, T) je algebra vyroku vzhledem k T.
Jelikoz p ~7 ¢ < M(T,p) = M(T,), je h([¢]~,) = M(T, ) korektné

definovana prostéa funkce h: VEp/~r — P(M(T)) a plati
h(=lgl~r) = M(T) \ M(T, ¢)
h(l)ar A []~r) = M(T, ) N M(T, )
h([@}wl‘v[w]f\ﬂ)_ ( @)UM(T w)
h([L~r) =0, h((T]~p) = M(T)

Navic h je na, pokud M(T) je konecna.

Dusledek Je-li T bezesporna nad kone¢nou PP, je AVF(T) Booleova algebra
izomorfni s (kone¢nou) potenéni algebrou P(M(T)) via h.
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Analyza teorii nad kone¢né prvovyroky

Necht T je bezesporna teorie nad P, kde |P| = n € N* a m = |[M*(T)|. Pak

@ neekvivalentnich vyrok (popf. teorii) nad P je 22",

@ neekvivalentnich vyrokl nad P pravdivych (Izivych) v T je 22",
neekvivalentnich vyrokii nad P nezavislych v T je 22" — 2.22" ",
neekvivalentnich jednoduchych extenzi teorie T je 2™, z toho spornd 1,
neekvivalentnich kompletnich jednoduchych extenzi teorie T je m,
T-neekvivalentnich vyrokd nad P je 2™,

T-neekvivalentnich vyrokd nad PP pravdivych (Izivych) (v T) je 1,
T-neekvivalentnich vyrokl nad P nezavislych (v T) je 2™ — 2.

Dukaz Diky bijekci VFp/ ~ resp. VFp/ ~1 8 P(M(P)) resp. P(MF(T)) staci
zZjistit po¢et podmnozin s vhodnou vlastnosti. [
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Formalni dokazovaci systémy

Nasim cilem je pfesné formalizovat pojem diikazu jako syntaktické procedury.

Ve (standardnich) formalnich dokazovacich systémech,
@ diikaz je kone¢ny objekt, muze vychazet z axioml dané teorie,
@ T+ ¢ znati, ze ¢ je dokazatelnaz T,
@ pokud diikaz dané formule existuje, Ize ho nalézt “algoritmicky”,
(Je-li T “rozumné zadana”.)
Od formalniho dokazovaciho systému obvykle oéekavame, Ze bude
@ Kkorekini, tj. kazda formule ¢ dokazatelna z teorie T je v T pravdiva,
@ nejlépe i Upiny, tj. kazda formule ¢ pravdiva v T je z T dokazatelna.

Priklady formalnich dokazovacich systém( (kalkuld): tablo metody,
Hilbertovské systémy, Gentzenovy systémy, systémy pfirozené dedukce.
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Tablo metoda - Uvod

Budeme predpokladat, Ze jazyk je pevny a spocetny, tj. mnozina prvovyroku
P je spoCetna. Pak kazda teorie nad P je spocetna.
Hlavni rysy tablo metody (neformainé)

@ tablo pro danou formuli ¢ je binarni znaCkovany strom reprezentujici
vyhledavani protipfikladu k ¢, tj. modelu teorie, ve kterém ¢ neplati,

o formule ma dukaz, pokud kazda vétev pfislusného tabla selze, tj. nebyl
nalezen protipfiklad, v tom pfipadé bude (systematické) tablo konecné,

@ pokud protipfiklad existuje, v (dokonceném) tablu bude vétev, ktera ho
poskytuje, tato vétev mize byt i nekonecna.
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Tablo metoda

Uvodni piiklady

F(((p—a) —p) —p)

T((p—q) —p)

Fp

T((p—q) = p)

e
F(p—q)
\
F(p—q)
\
Tp
\

Fq

\
®

S

Tp

\
®

Petr Gregor (KTIML MFF UK)

Vyrokové a predikétova logika - Il



Gred
Komentar k prikladim

Vrcholy tabla jsou znaceny polozkami. PoloZzka je formule s pfiznakem T / F,
ktery reprezentuje predpoklad, Ze formule v néjakém modelu plati / neplati.
Je-li tento predpoklad u polozky spravny, je spravny i v néjaké vétvi pod ni.

V obou prikladech jde o dokoncena (systematickd) tabla z prazdné teorie.

@ Vlevo je tablo dikaz pro ((p — q) — p) — p. VSechny vétve tabla
“selhaly”, znateno ®, nebot je na nich dvojice Ty, Fy pro néjaké ¢
(protipfiklad tedy nelze nalézt). Formule ma dikaz, piSeme

F((p—=q) —=p —p

@ Vpravo je (dokoncené) tablo pro (—g Vv p) — p. Leva vétev “neselhala” a
je dokon&ena (neni treba v ni pokracovat) (ta poskytuje protipfiklad
v(p) = v(q) =0).
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Atomicka tabla

Atomické tablo je jeden z nasledujicich (polozkami znackovanych) stromd,
kde p je libovolna vyrokova proménna a ¢, v jsou libovolné vyrokové formule.

T(p A1) Flo V)
\ \
Tp Fp Ty Fp ) T(p V) Fo
\ VAN VAN \
T Fo Fy | Ty Ty Fip
Flo =) T(p <) Flo <)
\ VAN VAN
T(~y) F(=y) T(p =) Ty Ty Fp | Ty Fop
\ \ VAN \ \ \ \ \
Fy Ty Fy Ty Fy Ty Fiy | Fy Ty

Pomoci atomickych tabel a pravidel, jak tabla rozvinout (prodlouZit), formalné
zadefinujeme vSechna tabla (popiSeme jejich konstrukci).
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Tablo

Konecné tablo je binarni, polozkami znaCkovany strom dany predpisem
(i) kazdé atomické tablo je koneéné tablo,

(ii) je-li P polozka na vétvi V kone€ného tabla T a 7’ vznikne z 7 pfipojenim
atomického tabla pro P na konec vétve V, je 7’ rovnéz konecné tablo,

(iii) kazdé konec€né tablo vznikne kone¢nym uzitim pravidel (i), (ii).

Tablo je posloupnost 79, 71, ..., Ts, ... (koneéna i nekoneéna) koneénych tabel
takovych, ze 7,11 vznikne z 7, pomoci pravidla (ii), formalné 7 = Ury,.

Poznamka Neni pfedepsané, jak poloZku P a vétev V pro krok (ii) vybirat.
To specifikujeme az v systematickych tablech.
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Konstrukce tabla

F(((p—q) —p) = p) F((~qVp) = p)
T((p %‘ 9) = p) T(ﬁq‘v )
F‘p F‘p
T((p —‘> 9) = p) T(ﬂqlv p)
F(p %/q) \Tp T(ﬁj \Tp
F(p L q) é‘ﬁ T(ﬁlq) é‘ﬁ
T‘p F‘q
F‘q
:
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Tablo metoda BNELIE

Konvence
F(((p—q) —p) —p) F((~qVp) = p)
T((p —‘> q) = p) T(ﬁq‘\/ p)
4 e

Fp— Q)/ - Tp T(ﬁj \Tp
o : P
F‘q
:

Polozku, dle které tablo prodluZzujeme, nebudeme na vétvi znovu zobrazovat.

Poznamka Jeji zopakovani bude potfeba pozdgji v predikatové logice.
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Tablo dukaz

Necht P je polozka na vétvi V tabla 7. Rekneme, Ze
@ polozka P je redukovana na V, pokud se na V vyskytuje jako kofen
atomického tabla, tj. pfi konstrukci 7 jiz doslo k jejimu rozvoji na V,
@ vétev V je sporna, obsahuje-li polozky T a Fo pro néjakou formuli ¢,
jinak je bezesporna. Vétev V je dokoncena, je-li sporna nebo je kazda
jeji polozka redukovana na V,
@ tablo 7 je dokoncené, pokud je kazda jeho vétev dokoncena, a je
sporné, pokud je kazda jeho vétev sporna.
Tablo dukaz (dikaz tablem) vyrokové formule ¢ je sporné tablo s polozkou
Fy v kofeni. ¢ je (tablo) dokazatelna, piSeme F ¢, ma-li tablo dukaz.

Obdobné, zamitnuti formule ¢ tablem je sporné tablo s polozkou T v kofeni.
Formule ¢ je (tablo) zamitnutelna, ma-li zamitnuti tablem, tj. - —.
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Tablo metoda Duikaz

Piklady
F(((=p A=q) Vp) = (-p A —q)) T((p—q) < (PAq))
\ / S
T((=pA=q) V p) T(p—q) Fp—q)
\ \ \
F(=pA—q) T(p A —q) F(pA—q)
e N PN \
T(=p A —q) Tp Fp Tq Tp
\ PN \ \ \
® F(=p) F(=q) Tp Tp Fq
\ \ \ PN
Tp T(=q) T(-~q) Fp F(=q)
\ \ \ \
Wi Va V3 ® Fq ® Tq
\ \
a) b) ® ®

a) F(—p A —q) neredukovana na Vi, V; spornd, V; je dokoncena, V3 neni,
b) zamitnuti tablem vyrokové formule ¢: (p — q) <> (p A —q), tedy = —p.
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Tablo metoda Duikaz v teorii

Tablo z teorie
Jak do dukazu pridat axiomy dané teorie T ?
Konecné tablo z teorie T je zobecnéni kone¢ného tabla pfidanim pravidla
(ii)" je-li V vétev kone€ného tabla (z T) a ¢ € T, pak pfipojenim Ty na
konec V vznikne (také) konecné tablo z T.
Pridanim dodatku “z teorie T” pfirozené zobecnime dalSi pojmy
@ tablo z teorie T je posloupnost 7y, 71, ..., Ty, ... koneénych tabel z T
takovych, Ze 7,11 vznikne z 7, pomoci (ii) Ci (ii)’, formalné 7 = Uy,
@ tablo dukaz formule ¢ z teorie T je sporné tablo z T's Fy v kofeni,
Ma-li ¢ tablo dikaz z T, je (tablo) dokazatelna z T, piSeme T + .

@ zamitnuti formule ¢ tablem z teorie T je sporné tablo z T's T¢ v kofeni.

Narozdil od pfedchozich definic, u tabla z teorie T je vétev V dokoncena,

je-li sporna, nebo je kazda jeji polozka redukovana na V a navic obsahuje
T pro kazdé ¢ € T.
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Tablo metoda Duikaz v teorii

Priklady tabla z teorie

|
T(p — 1)

®4E‘§\

)

Fpo
|
T(p1 — po)
/ \
Fm Tpo
| |
T(p2 — p1) ®
/ \
Fpy Tp

®
b)

a) Tablo dukaz formule ¢ z teorie T = {p, o — 1}, tedy T F .

b) Dokoncené tablo pro formuli py z teorie T = {p, 1 — pn | n € N}.
V8echny vétve jsou dokoncené, nejlevéjsi vétev je bezesporna a

nekonecna. Poskytuje (jediny) model teorie T, ve kterém py neplati.
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