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Rezolu¢ni metoda - Uvod

Hlavni rysy rezolu¢ni metody (neformalne)

@ je zadkladem mnoha riiznych systému, napt. interpret Prologu, SAT
feSiCe, systémy pro automatické dokazovani / verifikovani, . ..

@ predpoklada formule v CNF (pfevod obecné “drahy”),

@ pracuje s mnozinovou reprezentaci formuli,

@ ma jediné odvozovaci pravidlo, tzv. rezolu¢ni pravidlo,

@ nema zadné explicitni axiomy (¢i atomicka tabla), ale jisté axiomy
jsou skryty “uvnitf”,

@ obdobné jako u tablo metody, jde o zamitaci proceduru, tj. snazi se
ukazat, ze dana formule (Ci teorie) je nesplnitelna,

@ ma rlizné varianty liSici se napf. podminkami pro pouziti rezolu¢niho
pravidla.
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Rezoluéni metoda Uvod

Mnozinova reprezentace (formuli v CNF)
@ Literal I je vyrokova proménna nebo jeji negace. [ znaci opacny literal k 1.

v s

@ Klauzule C je kone€na mnozina literalt (“tvoficich disjukei”). Prazdna
klauzule se znaci [, neni nikdy spinéna (neobsahuje spinény literal).

v, s

@ Formule S je mnozina (i nekonecna) klauzuli (“tvoficich konjunkci”).
Prazdna formule ) je vzdy spinéna (neobsahuje nesplnénou klauzuli).
Nekonec¢né formule reprezentuji nekonecné teorie (konjunkci axiomu).

@ (Césteéné) ohodnoceniV je libovolna konzistentni mnozina literal,
tj. neobsahujici dvojici opacnych literal(. Ohodnoceni V je totalni,
obsahuje-li pozitivni ¢i negativni literal od kazdé vyrokové proménné.

@ V splriuje S, znaéime V = S, pokud C NV # () pro kazdé C € S.

Napf. ((-pV q) A (=pV =gV r)A(—rV-s)A (-t Vs) As) reprezentujeme
S={{-p. a4}, {-p.~q,r}, {-r,~s}.{-1,s}.{s}} a
VES pro V=/{s,—r,p}
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Gred
Rezolu¢ni pravidlo

Necht C,, C, jsou klauzule a I € Cy, [ € C, pro né&jaky literal . Pak z C; a C,
odvod pres literal [ klauzuli (tzv. rezolventu)

C=(@\{Hu(G\{}).

Napf¥. z klauzuli {p, ¢, 7} a {-p, —¢} Ize odvodit rezolventu {¢, —¢, r} ptes
literal p nebo {p, —p, r} pres literdl q.

Pozorovani Rezolucni pravidlo je korektni, tj. pro libovolné ohodnoceni V,
VEC aVEG = VEC
Poznamka Rezolucni pravidlo je specialni pfipad pravidla fezu

eV, mpVx
YV x

kde ¢, 9, x jsou libovolné formule.
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Rezoluéni dikaz

@ rezolucni dikaz (odvozeni) klauzule C z formule S je konecna
posloupnost Cy,...,C, = C takova, ze prokazdé i <nje C; € §
nebo je C; rezolventou néjakych dvou ptedchozich klauzuli (i stejnych),

@ klauzule C je (rezoluci) dokazatelna z S, psano S 5 C, pokud ma
rezoluéni dukaz z S,

@ zamitnuti formule S je rezolucni dikaz O z S,

@ S je (rezoluci) zamitnutelna, pokud S Fx .

Véta (korektnost) Je-li S rezoluci zamitnutelnd, je S nesplnitelna.

Dikaz Necht St O. Kdyby V = S pro néjaké ohodnoceni V, z korektnosti
rezolucniho pravidla by V splfovalo kazdou klauzuli v rezolu¢nim dikazu z S,
tedy by platilo i V = 0, coz neni mozné. R
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Rezoluéni strom a uzavér

Rezolucni strom klauzule C z formule S je konecny binarni strom s vrcholy
oznaéenymi klauzulemi takovy, Ze
(i) kofen je oznacen C,

(if) listy jsou oznaCeny klauzulemi z S,

(i) kazdy vnitini vrchol je oznagen rezolventou z klauzuli v jeho synech.

Pozorovani C ma rezolucni strom z S prave kdyZ S b C.

Rezolucni uzavér R(S) formule S je nejmensi induktivni mnozina definovang
(i) C € R(S) pro kazdeé C € S,

(ii) jsou-li Cy,C, € R(S) a C je rezolventa C,, C,, je zaroven C € R(S).

Pozorovani C € R(S) pravé kdyz S ¢ C.

Poznamka Vsechny pojmy o rezolucnich dikazech Ize tedy ekvivalentné
zavést pomoci rezolucnich stromu &i uzavera.
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Priklad

Formule ((p VvV r) A (gV —r)A(—g) A (=p Vi) A(=s)A(sV—r)) je nesplnitelnd,
nebot pro § = {{pv r}7 {% ﬁr}v {ﬁCI}ﬂ {ﬁpv t}v {ﬁs}7 {S, jlt}} je Stg .

u
/ \
{r} {-p}
N N
{r,q} {—aq} {-p, s} {=s}
VRN VRN

{p,7} {q,~r} {-p,t} {s,~t}

Rezoluéni uzavér S je

R(S) - {{P, r}v {qv _‘r}v {_‘CI}, {_‘pv t}a {—\S}, {S, _'t}v {P, (I}, {_'r}a {r7 t}a
{qvt}’ {_‘t}’ {_'pvs}’ {r7 S}v {t}v {q}v {q,s}, 4, {_‘p}’ {p}7 {r}7 {S}}

o = = = = 9Dac

Petr Gregor (KTIML MFF UK) Vyrokové a predikatova logika - V



Rezoluéni metoda Uplnost

Redukce dosazenim
Necht S je formule a [ je literal. OznaCme

S'={c\{l}|1¢Cecs}.

Pozorovani

@ S je ekvivalentni formuli, jez vznikne dosazenim konstanty T (true, 1)
za literaly [ a konstanty L (false, 0) za literaly [ ve formuli S,

@ S' neobsahuje v zadné klauzuli literal / ani /,

o jestlize {I} € S, pak O € S

Lemma S je splnitelnd, pravé kdyz S' nebo S' je spinitelna.

Dukaz (=) Necht V = S pro néjaké V a pfedpokladejme (bino), Zze I ¢ V.
@ Pak V=S, nebotprol ¢ CeSje V\{LI} ECatudizy | C\ {l}.
@ Naopak (<) pfedpokladejme (blno), Zze V = S’ pro néjaké V.

@ Jelikoz se I ani I nevyskytuje v ', jei V' =S pro V' = (V\ {I}) U {I}.
@ Pak V' = S, nebot pro C € S obsahujici imame /€ V' aproCe S
neobsahujici Ije V' = (C\ {I}) € S". 1
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Strom dosazeni

Postupnou redukci literal(l dosazenim Ize reprezentovat binarnim stromem.

S ={{p} {=d} . {-p,~q}}

— i
SP = {{~q}} SP=A{0,{~q}}

Dusledek S neni spinitelna, prave kdyZ kaZda vétev obsahuje .

Poznamka JelikoZ S miZe byt nekonecCna nad spocetnym jazykem, strom
muZe byt nekoneény. Je-li ale S nesplnitelnd, dle véty o kompaktnosti existuje
konecna cast S’ C S, ktera je nesplnitelna. Pak po redukci vsech literalti
vyskytujicich se v S’ bude O v kazdé vétvi po kone¢né mnoha krocich.
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Uplnost rezoluce

Véta Je-li konecna S nesplnitelna, je rezoluci zamitnutelna, tj. S Fx CJ.
Dukaz Indukci dle poétu proménnych v S ukazeme, ze S 5 0.
@ Nema-li nesplnitelna S zadnou proménnou, je S = {0} atedy S Fg O,
@ Necht ! je literal vyskytujici se v S. Dle lemmatu, S’ a S’ jsou nesplnitelné.
@ Jelikoz §' a ' maji méné proménnych nez S, dle induk¢niho predpokladu
existuji rezolu¢ni stromy 7! a T' pro odvozeni [ z §' resp. S'.
@ Je-likazdy list 7" z S, je T' rezoluénim stromem O z S, tj. S Fx .
@ Pokud ne, doplnénim literalu I do kazdého listu, jenz neni z S,
(a do v8ech vrcholt nad nim) ziskdme rezolu¢ni strom {I} z S.
@ Obdobné ziskame rezolu&ni strom {I} z S doplnénim [ ve stromu 77,
@ Rezoluci jejich kotenti {1} a {I} ziskame rezolu¢ni stromJz S. W

Dusledek Je-li S nesplinitelna, je rezoluci zamitnutelna, tj. S - OJ.

Dikaz Plyne z pfedchoziho uzitim véty o kompaktnosti.
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Linearni rezoluce - Uvod

Rezoluéni metodu mizeme znaéné omezit (bez ztraty Uplnosti).
@ Linearni dukaz (rezoluci) klauzule C z formule S je kone¢na posloupnost
dvojic (Co, Bo), - - -, (Cy, B,) takova, ze Cy € Sa pro kazdé i <n
i) B; € Snebo B; = Cj pro néjakéj < i, a
ii) Ciy je rezolventa C; a B;, kde C,1 = C.
@ C, zveme pocatecni klauzule, C; centralni klauzule, B; bo¢ni klauzule.
@ Cje linearné dokazatelna z S, psano S - C, ma-li linearni dikaz z S.
@ Linearni zamitnuti S je linearni dikaz OJ z S.

@ Sje linearne zamitnutelna, pokud S -, .

Pozorovani Je-li S linearne zamitnutelna, je S nesplnitelna.
Dikaz Kazdy linearni dikaz Ize transformovat na (korektni) rezoluéni dikaz.

Poznamka Plati i uplnost, tj. je-li S nespinitelna, je S linearné zamitnutelna.
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Uvod
Priklad linearni rezoluce

Co By {r.q} {p,~a}  {p,q} {p, ~q}

| _— | __— | __—

Cy B, {r} {-r,a}y {p} {-p,q}

| _— | _— | __—

Cy {q} {-p,~¢} {a} {-p,~¢} {p,q}

: | _— | _— |
Cy B, {-p} {r} {-p} {r}

| _— | _— /Y

Cn+l D D

a) b) c)

a) obecny tvar linearni rezoluce,

b) pro S = {{p,q}.{p.~a}. {-w,q}.{-p,~q}t}ie S+, 0O,
¢) transformace linearniho dukazu na rezoluéni dikaz.
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LI-rezoluce

Pro Hornovy formule miZeme linearni rezoluci dal omezit.
@ Hornova formule je mnozina (i nekoneéna) Hornovych klauzuli.
@ Hornova klauzule je klauzule obsahujici nejvyse jeden pozitivni literdl.
@ Faktje (Hornova) klauzule {p}, kde p je pozitivni literal.
@ Pravidlo je (Hornova) klauzule s pravé jednim pozitivnim a aspon jednim
negativnim literalem. Pravidla a fakta jsou programové klauzule.
@ Cilje neprazdna (Hornova) klauzule bez pozitivniho literalu.

Pozorovani Je-li Hornova formule S nesplnitelna a O ¢ S, obsahuje fakt i cil.

Dikaz Neobsahuje-li fakt (cil), je splnitelna nastavenim v§ech proménnych
nao (resp.nal). ®

Ll-rezoluce (linear input) z formule S je linearni rezoluce z S, ve které je
kazda bocni klauzule B; ze (vstupni) formule S.

Je-li klauzule C dokazatelna Ll-rezoluci z S, piseme S+, C.

Petr Gregor (KTIML MFF UK) Vyrokova a predikatova logika - V ZS 2021/22 13/19



Rezoluce pro Prolog LI-rezoluce

Uplnost LI-rezoluce pro Hornovy formule

Véta Je-li Hornova T splnitelna a T U {G} nesplnitelna pro cil G, Ize O
odvodit LI-rezoluci z T U {G} zalinajici G.

Duikaz Dle véty o kompaktnosti miZzeme predpokladat, Ze T je kone€na.

@ Postupujeme indukci dle po¢tu proménnych v T.

@ Dle pozorovéni, T obsahuije fakt {p} pro néjakou proménnou p.

@ Dle lemmatu je 7" = (T U {G})’ = T U {G”} nesplnitelnd, pficemz
G =G\ {p}.

@ Je-liG» =0, je G={p} atedy Oje rezolventa G a {p} € T.

@ Jinak, jelikoz 77 je splnitelna (stejnym ohodnocenim, které splfuje T)
a ma méné proménnych, dle indukéniho pfedpokladu Ize O odvodit
LI-rezoluci z T’ zaCinajici G”.

@ DoplInénim literalu p do vSech listl, jez nejsou v T U {G}, a v8ech
vrcholt pod nim ziskdme LI-odvozeni {p} z T U {G} zacinajici v G.

@ Zavérecnou rezoluci pomoci faktu {p} € T ziskdme .l
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Priklad LI-rezoluce

T = {{p,~r, s} {r,~q¢}, {¢,~s}. {s}}, G ={-p,~q}

T° = {{p,~r}, {r,~a}, {a}} G={-»p-q  {p - s}
.
7% = {{p,~r},{r}} G* ={-p,~q} {p,—r} {=q,~r,=s} {r,—q}
| | _—
T = {{p}} G* = {-p} {p,—r} {=q,=r} {r,~q} {=q¢,=s}  {g,~s}
|~ | | _—
G ={-p} {p} {=r} {r} {—q} {4} {=s} {s}
|~ |~ | _— | _—
Gsrr = [ O O O
s G by, O T34, G% b1, O T5,G% by O T,GFp; O
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Program v Prologu

(Vyrokovy) program (v Prologu) je Hornova formule obsahujici pouze
programové klauzule, tj. fakta nebo pravidla.

pravidlo p:— q,r. gAT =D {p,~q,—r}
pi— s. s—p {p, —s}
q:— s. 5—q {q, s}
fakt 1. T {r}
s. s {s} program
dotaz  ™—pq.  A-p,-q} ol

Zajima nas, zda dany dotaz vyplyva z daného programu.
Dusledek Pro kazdy program P a dotaz (p, A ... A p,) je ekvivalentni, zda

(1) PEpiA...Apn,
(2) PU{—p1,...,—p,} je nesplnitelnd,

(3) O lze odvodit LI-rezoluci z P U {G} zaCinajici cilem G = {—-p1,..., .}
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Rezoluce v Prologu

1) S klauzulemi interpret pracuje jako s usporadanymi seznamy literald.

LD-rezoluce (linear definite) je LI-rezoluce, pfi které v kazdém kroku
rezolventa aktudlniho cile (—py, ..., —pi_1, =pi, —pis1,- .., p,) @ bolni
klauzule (pi, =q1, ..., =qm) j€ (ZP1s o, TP 1y G1s -« oy TGy ~Pik 1y - - "Pn)-
Pozorovani Kazdy LI-dikaz Ize transformovat na LD-dukaz stejné klauzule

ze stejné formule se stejnou pocatecni klauzuli (cilem).

2) Vybér literalu z cilové klauzule, pfes ktery se rezolvuje, je uren danym
selekcnim pravidlem R. Typicky, “vyber prvni literal z aktuainiho cile”.

SLD-rezoluce (selection) dle R je LD-rezoluce, pfi které se v kroku (C;, B;)
rezolvuje pres literdl R(C;).

Pozorovani Kazdy LD-dukaz Ize transformovat na SLD-dlkaz stejné
klauzule ze stejné formule se stejnou pocatecni klauzuli (cilem).

Dusledek SLD-rezoluce je Upina pro dotazy nad programy v Prologu.
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Rezoluce pro Prolog SLD-rezoluce

Prohledavaci SLD-strom

Dosud neni urCen vybér programové klauzule pro rezoluci s aktualnim cilem.
SLD-strom programu P a cile G pro selekéni pravidlo R je strom s vrcholy
oznacenymi cily takovy, Ze kofen je oznaen G a je-li néjaky vrchol oznacen
G’, ma tolik synu, kolik je moznosti rezoluci G’ s programovymi klauzulemi

v P dle literalu R(G’). Synové jsou oznaceni pfisluSnymi rezolventami.

pi=qr. (1) o Py
pi— s. (2) o T
q. (3) (=g, —r) (—s)
q:i— s. (4) (3)/ %) (6)/ \(7)
. (5) (=) (=8, =) (=) O
s:—t. (6) 5| © 7 N7
5. (7) O (=t,-r) (=)

7—p. | (5)

]
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Zaveérecné poznamky

@ Interpret Prologu prochazi SLD-strom, zplsob neni predepsan.

@ Implementace, které pouzivaji DFS, nezachovavaji Uplnost.

g—r. () =g
ri—q. (2) _(\:n)/ \(3)
0 3 @ -
._‘q
—q. N

O

@ Jistou kontrolu nad prohledavanim poskytuje !, tzv. fez.
@ P¥i povoleni negace nastanou potize se sémantikou programd.

@ Sila rezoluéni metody bude vice patrna v predikatové logice.
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