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Platnost v teorii a logicka platnost

@ Teorie jazyka L je libovolna mnozina T formuli jazyka L (tzv. axiomd).
@ Model teorie T je L-struktura A takovd, ze A = ¢ pro kazdé p € T,
znaCime A = T.

Trida modelti teorie T je M(T) = {Ae€ M(L) | A= T}.

Formule ¢ je pravdiva v T (plati v T), znacime T |= ¢, pokud A = ¢
pro kazdy model A teorie T. V opatném pfipadé piSeme T £ .

Formule ¢ je [Ziva v T, pokud T |= —¢, 1. je 1ziva v kazdém modelu T.

Formule ¢ je nezavisla v T, pokud neni pravdiva v T ani lziva v T.

Je-li T =10, je M(T) = M(L) ateorii T vynechavame, pfipadné fikdme
“v logice”. Pak |= ¢ znaCi, Zze ¢ je pravdiva ((logicky) plati, tautologie).

@ Dusledek T je mnozina 0(T) v8ech sentenci jazyka L pravdivych v T, ;.
0X(T) = {p e Fm. | T |= p a ¢ je sentence}.

Petr Gregor (KTIML MFF UK) Vyrokova a predikatova logika - VII ZS 2021/22 2/17



Priklad teorie

Teorie usporadani T jazyka L = (<) s rovnosti ma axiomy

x<x (reflexivita)
X<y AN y<x — x=y (antisymetrie)
x<y AN y<z — x<z (tranzitivita)

Modely T jsou L-struktury (S, <g), tzv. uspofddané mnoZziny, ve kterych plati
axiomy T, napf. A = (N, <) nebo B = (P(X),C) pro X = {0, 1, 2}.
@ Formule ¢ ve tvaru x < yV y < x plati v A, ale neplati v B, nebot’ napr.
B i~ ¢le] pfi ohodnoceni e(x) = {0}, e(y) = {1}, je tedy nezavisla v T.

@ Sentence 1) ve tvaru (3x)(Vy)(y < x) je pravdiva v B a IZiva v A, je tedy
rovnéz nezavisla v T. Piseme B =, A = ).

@ Formule x vetvaru (x <yANy<zAhz<x)—(x=yANy=2z)je
pravdiva v T, piseme T |= x, totéZ plati pro jeji generalni uzaver.
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Nesplnitelnost a pravdivost

Problém pravdivosti v teorii Ize pfevést na problém existence modelu.
Tvrzeni Pro kaZdou teorii T a sentenci ¢ (stejného jazyka)

T,-p nemamodel < Tk .

Dikaz Z definic plynou ekvivalence nasledujicich tvrzeni.
(1) T,—¢ nema model,

(2) = neplati v zadném modelu teorie T,

(3) ¢ plati v kazdém modelu teorie T,

4) TEe. O

Poznamka Predpoklad, Ze ¢ je sentence, je nutny pro (2) < (3).

Napf. teorie { P(c),—P(x)} nema model, ale P(c) (~ P(x), kde P je unarni
relacni symbol a c je konstantni symbol.
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Zakladni algebraické teorie - priklady

@ Teorie grup nad jazykem L = (+, —,0) s rovnosti ma axiomy

X+(y+2)=(x+y)+z (asociativita +)
0+x=x=x+0 (neutralita 0 k +)
X+ (—x)=0=(—x)+x (—x je inverzni prvek k x)
@ Teorie komutativnich grup mé navic ax. x + y = y+x  (komutativita +)
@ Teorie okruht je jazyka L = (+,—,-,0,1) s rovnosti, ma navic axiomy
l-x=x=x-1 (neutralita 1 k -)
x-(y-z)=(x-y) -z (asociativita -)
x-(y+z2)=x-y+x-z,(x+y)-2=x-z+y-z (distributivita - k +)
@ Teorie komutativnich okruht mé navicax. x-y=y-x  (komutativita -)
@ Teorie teles stejného jazyka ma navic axiomy
x#0—=3y)(x-y=1) (existence inverzniho prvku k )
0#1 (netrivialita)
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VAU ECLIEEIYEWENZ M Teorie - sémantika

Vlastnosti teorii
Teorie T jazyka L je (sémanticky)

@ sporna, jestlize v ni plati L (spor), jinak je bezesporna (splnitelna),

@ kompletni, jestlize neni sporna a kazda sentence je v ni pravdiva &i 1ziva,

@ extenzeteorie T’ jazyka L, jestlize L' C La %' (T') C 6-(T),

o extenzi T teorie T’ fekneme, Ze je jednoducha, pokud L = L/, a
konzervativni, pokud 8% (T') = #*(T) N Fmy,

@ ekvivalentnis teorii T, jestlize T je extenzi T" a T’ je extenzi T,
Struktury A, B pro jazyk L jsou elementarné ekvivalentni, znaceno A = B,
plati-li v nich stejné formule.

Pozorovani Necht' T a T’ jsou teorie jazyka L. Teorie T je (sémanticky)
(1) bezespornd, pravé kdyZz ma model,

(2) kompletni, pravé kdyZz ma aZ na elementarni ekvivalenci jediny model,
(3) extenze T’, pravé kdyz M(T) C M(T"),

(4) ekvivalentni s T', prave kdyz M(T) = M(T’).
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Podstruktura

Necht A = (A, R, F4) a B = (B, R®, F?) jsou struktury pro jazyk L = (R, F).
Rekneme, Ze B je (indukovana) podstruktura A, znaéeno B C A, pokud

(i) BC A,

(ii) RB = RAN B*®) pro kazdé R € R,
(iii) fB = fAn(B¥) x B), 1j. f8 = f4 | B*(), pro kazdé f € F.

Pozorovani MnoZina C C A je doménou néjaké podstruktury struktury A,
pravé kdyZz C je uzaviena na véechny funkce struktury A (vCetné konstant).

@ Pak prislusnou podstrukturu znacime A | C a fikame, Ze je to restrikce
(parcializace) struktury A na C.

@ Mnozina C C A je uzaviend na funkci f: A" — A, pokud
f(x1,...,x,) € Cprokazdé x,...,x, € C.

Napf. 7. = (Z,+,-,0) je podstrukturou Q = (Q, +,-.0) alze psatZ = Q | Z
Dale N = (N, +,-,0) je jejich podstrukturouaN = Q [ N = Z | N.
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Platnost v podstrukture

Necht B je podstruktura struktury A pro (pevny) jazyk L.

Tvrzeni Pro kaZdou otevienou formuli ¢ a ohodnoceni e: Var — B plati
B = ple] pravé kdyz A E ¢le.

Dikaz Je-li ¢ atomicka, plyne tvrzeni z definice platnosti pfi ohodnoceni.
Dale snadno indukci dle struktury formule. [

Dusledek Oteviena formule plati ve struktuie A, pravé kdyZ plati v kazdé
podstrukture B C A.

@ Teorie T je oteviena, jsou-li vSechny jeji axiomy oteviené formule.

Duisledek Kazda podstruktura modelu oteviené teorie T je modelem T.

Napf. kaZzda podstruktura grafu, tj. modelu teorie grafu, je rovnéz grafem,
zveme ho podgraf. Obdobné napf. podgrupa nebo Booleova podalgebra.
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Generovana podstruktura, expanze, redukt

Necht A = (A, R”, F4) je struktura a X C A. Oznatme B nejmensi
podmnozinu mnoziny A obsahujici X, ktera je uzaviena na vSechny funkce
struktury A (vCetné konstant). Pak strukturu A | B znaCime rovnéz A(X) a
podstruktura fikame, Ze je to A generovana mnozinou X.

Napf. pro @ - <Q +, O>: Z= <Z7 +, O> alN= <N +5 0> je@<{1}> =N,
Q({—1}) = Z aQ({2}) je podstruktura na vsech sudych pfirozenych Cislech.

Necht A’ je struktura pro jazyk L' a L C L je jazyk. Odebranim realizaci
symbol(, jez nejsou v L, ziskdme z A’ strukturu A, kterou nazyvame redukt
struktury A’ na jazyk L. Obraceng, A’ je expanze struktury A do jazyka L'.

Napf. (N, +) je redukt (N, +, -,0). Naopak, struktura (N, +, ¢;);cn takova,
Ze c; =i provsechnai e N, je expanze (N, +) o jména prvki z N.
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Véta o konstantach

Véta Necht ¢ je formule jazyka L s volnymi proménnymi xi, ..., x, a

vy

T je teorie jazyka L. Oznacme L’ rozSifeni L o nové konstantni symboly
cl,...,cpaT teorii T nad jazykem L'. Pak

Tl pravékdy? T’k o(xi/c,.... xn/co):

Dukaz (=) Je-li A" model teorie T’, necht A je redukt A’ na L. Jelikoz
A |= ¢le] pro kazdé ohodnoceni e, plati i

Al gle(xi/c .. x, /)], . A= (/... Xn/Cn).

(«) Je-li A model teorie T a e ohodnoceni, necht A’ je expanze A na L’
o konstanty ¢/ = e(x;) pro v8echna i. JelikoZz A" |= ¢(x1/c1, ..., Xu/cn)[€]
pro libovolné ohodnoceni ¢, plati i

A le(u/cl, .. xa/c)), G AEyle. O
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Definovatelné mnoziny
Zajima nas, které mnoZiny Ize v dané struktufe zadefinovat.
@ Mnozina definovana formuli p(x, ..., X,) ve struktufe A je mnozina
oM X1, x0) ={(ar,...,a,) € A" | A= ple(xi/ay, ... X/ an)]}-
Zkracenym zapisem, o (%) = {a € AF | A |= ple(x/a)]}, kde x| = n.
@ Mnozina definovana formuli o(%,y) s parametry b € AVl ve struktufe A je
P P(x.y) = (ae AN | A gle(x/a.3/b)]}.
Napf. pro ¢ = E(x,y) je ¢9(x,y) mnoZina sousedd vrcholu b v grafu G.

@ Pro strukturu A, mnoZinu B C A a n € N oznatme Df" (A, B) tfidu v8ech
mnozin D C A" definovatelnych ve struktufe A s parametry z B.

Pozorovani Df"(A, B) je uzaviena na doplnék, sjednoceni, prinik a
obsahuje (), A". Tedy tvofi podalgebru potencni algebry P(A™).
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Priklad - databazové dotazy

Filmy | ndzev rezisér herec | Program | kino ndzev cas
Lidé z Maringotek M. Fri¢ J. Triska Svétozor Po strnisti bos 13:15
Po strnisti bos J. Svérdk  Z. Sverdk Mat Po strnisti bos 16:15

Po strnisti bos J. Sverak  J. Triska Mat Lidé z Maringotek 18:30
Kde a kdy mohu dnes vidét film s Janem Triskou?

select Program.kino, Program.c¢as from Filmy, Program
where Filmy.ndazev = Program.ndzev and herec = ‘J. Triska’;

Totéz dostaneme jako mnozinu ¢”(x, y) definovanou formuli ¢(x, y)
(3n)(3r)(P(x,n,y) A F(n,r,"J. Tfiska’))

ve struktufe D = (D, Filmy, Program, cP).cp jazyka L = (F, P, ¢)ccp, kde
D = {‘Po strnisti bos’, ‘J. Tfiska’, ‘Mat’, ‘13:15’,...} a ¢ = ¢ pro kazdé c € D.
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Booleovy algebry

Teorie Booleovych algeberjazyka L = (—, A, V,0, 1) s rovnosti méa axiomy

XA(YANZ)=(xANYy)ANz
xV(yVvz)=(xVy)Vz
XAYy=YAX
XVy=yvx
XA(yVz)=(xAy)V(xAz)
XV yAz)=(xVy A(xVz)
XA (xVy) =x, xV(XAYy)=Xx
(—x)=1, xA(-x)=0

Nejmensi model je 2 = (2, —1, A1, V1,0, 1). Kone€né Booleovy algebry jsou
(az na izomorfismus) praveé "2 = ("2, —,, A, Vp, On, 1) pro n € N, kde
jednotlivé operace (na binarnich n-ticich) jsou operace z 2 “po sloZkach’.
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Vztah vyrokové a predikatové logiky

@ Vyrokové formule s (univerzalnimi) spojkami —, A, V (pfipadnés T, 1)
Ize povazovat za Booleovské termy. Hodnota vyroku ¢ pfi daném
ohodnoceni je pak hodnotou termu v Booleové algebre 2.

@ Algebra vyrok( nad P je Booleova algebra (i pro P nekone¢né).

@ Reprezentujeme-li atomické formule v oteviené formuli ¢ (bez rovnosti)
pomoci prvovyrokl, ziskame vyrokovou formuli, ktera je pravdiva,
prave kdyz ¢ je pravdiva.

@ Vyrokovou logiku Ize zavést jako fragment predikatové logiky pomoci
nularnich relacnich symboll (syntax) a nularnich relaci (sémantika),
pricemz A = {)} =1 atedy R* C A’ je R* = () = 0 anebo R* = {(}} = 1.
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Tablo metoda v PL - rozdily

@ Formule v polozkach budou sentence (uzaviené formule), tj. formule bez
volnych proménnych.

@ Pridame nova atomicka tabla pro kvantifikatory.

@ Za kvantifikované proménné se budou substituovat konstantni termy
dle jistych pravidel.

@ Jazyk rozsifime o nové (pomocné) konstantni symboly (spoCetné
mnoho) pro reprezentaci “svédku” polozek T(3x)p(x) a F(Vx)p(x).

@ V dokoncené bezesporné vétvi s polozkou T (Vx)p(x) & F(3x)p(x)
budou instance Ty (x/t) resp. Fo(x/t) pro kazdy konstantni term ¢
(roz8iteného jazyka).
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Tablo metoda v PL

Tablo v PL - pfiklady

F((32)~P(z) = ~(¥2) P(x))
T(Elm)lP(:p)
FPW)
T(Vx‘)P(a:)
T(-P(e)

¢ nové

F(=(Vz)P(z) = (3z)=P(z))

T(ﬁ(Vl)P(w))

F(Elz)—‘\P(m)

F(Vaz‘)P(z)
FP)

\
F(3z)-P(x)

d nové
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