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Tablo metoda ve VL - opakovani

@ Tablo je binarni strom reprezentujici vyhledavani protiprikladu.

@ Vrcholy jsou oznaéeny polozkami, tj. formulemi s pfiznakem T / F, ktery
reprezentuje predpoklad, Ze formule v néjakém modelu plati / neplati.

@ Je-li tento pfedpoklad spravny, je spravny i v néjaké vétvi pod ni.
@ Vétev je sporna (selze), pokud obsahuje T+, Fi pro néjaké .

@ Dukaz formule ¢ je sporné tablo s korenem Fo, {j. tablo v némz kazda
vétev je sporna (nebyl nalezen protipfiklad), pak ¢ je pravdiva.

@ Pokud protipfiklad existuje, v dokonceném tablu bude vétev, ktera ho
poskytuje, tato vétev mlze byt nekonecna.

@ Lze zkonstruovat systematické tablo, jez je vzdy dokoncené.

@ Pokud je ¢ pravdiva, systematické tablo pro ¢ je sporné, tj. dilkazem
v, v tom ptipadé je i konecné.
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Tablo metoda v PL - rozdily

@ Formule v polozkach budou sentence (uzaviené formule), tj. formule bez
volnych proménnych.

@ Pridame nova atomicka tabla pro kvantifikatory.

@ Za kvantifikované proménné se budou substituovat konstantni termy
dle jistych pravidel.

@ Jazyk rozsifime o nové (pomocné) konstantni symboly (spoCetné
mnoho) pro reprezentaci “svédku” polozek T(3x)p(x) a F(Vx)p(x).

@ V dokoncené bezesporné vétvi s polozkou T (Vx)p(x) & F(3x)p(x)
budou instance Ty (x/t) resp. Fo(x/t) pro kazdy konstantni term ¢
(roz8iteného jazyka).
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Tablo metoda v PL

Tablo v PL - pfiklady

F((32)~P(z) = ~(¥2) P(x))
T(Elm)lP(:p)
FPW)
T(Vx‘)P(a:)
T(-P(e)

¢ nové

F(=(Vz)P(z) = (3z)=P(z))

T(ﬁ(Vl)P(w))

F(Elz)—‘\P(m)

F(Vaz‘)P(z)
FP)

\
F(3z)-P(x)

d nové
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Predpoklady

1) Dokazovana formule ¢ je sentence. Neni-li ¢ sentence, mizeme ji
nahradit za jeji generalni uzaveér ¢’, nebot pro kazdou teorii T,
TEe pravekdyz T E .
2) Dokazujeme z teorie v uzavieném tvaru, tj. kazdy axiom je sentence.

Nahrazenim kazdého axiomu ¢ za jeho generalni uzaveér v’ ziskame
ekvivalentni teorii, nebot pro kazdou strukturu A (daného jazyka L),

A= pravékdyz A=)
3) Jazyk L je spocetny. Pak kazda teorie nad L je spoCetna. Oznacme L¢
roz8ifeni jazyka L o nové konstantni symboly cq, ¢1, ... (spoCetné

nekonec¢né mnoho). Plati, Ze konstantnich termU jazyka L je spocetné.
Necht t; oznaCuje i-ty konstantni term (v pevné zvoleném ocislovani).

4) Zatim budeme predpokladat, Ze jazyk je bez rovnosti.
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Atomicka tabla - puvodni

Atomicka tabla jsou vSechny nasledujici (polozkami znackované) stromy, kde
« je libovolna atomicka sentence a ¢, 1 jsou libovolné sentence, vSe v L.

T(p A1) Flp V1)
\ \
Ta Fa Ty Fleny) T(p V) Fo
\ SN | N |
e Fy Fy | Ty T4 Fi
Flo=v) | T(eed) | Fleey)
\ SN | N
T(~) F(=p) T(p =) T Ty Fo | Ty Fo
| \ VRN | \ | |
Fy Ty Fy e Fy e Fy | Fy e
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Tablo metodav PL  BRELI

Atomicka tabla - nova

Atomicka tabla jsou i nasledujici (polozkami znackované) stromy, kde ¢ je
libovolna formule jazyka L¢ ve volné proménné x, t je libovolny konstantni
term jazyka L¢ a c je novy konstantni symbol z L¢ \ L.

i * * i
T(Ve)p(r) | F(Vx)e(x) | TEz)e(x) | FEr)e(r)
| | | |

Te(/t) | FPelwf) | Telwf) | Fola/t)

pro libovolny | pro novou pro novou pro libovolny

konst. term ¢| konstantu ¢ konstantu ¢ | konst. term ¢

Poznamka Konstantni symbol ¢ reprezentuje “svédka” poloZKy T (3x)¢(x)

Ci F(Vx)p(x). JelikoZz nechceme, aby na c byly kladeny dal$i poZadavky, je v
definici tabla omezeno, jaky konstantni symbol c Ize pouZit.
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Konecné tablo z teorie T je binarni, polozkami znaCkovany strom s pfedpisem
(i) kazdé atomické tablo je koneéné tablo z T, pficemz v pripadé (x) Ize
pouzit libovolny konstantni symbol ¢ € L¢ \ L,

(ii) je-li P polozka na vétvi V kone€ného tabla z T, pak pfipojenim
atomického tabla pro P na konec vétve V vznikne konecné tablo z T,
pricemz v pfipadé (x) Ize pouzit pouze konstantni symbol c € L¢ \ L,
ktery se dosud nevyskytuje na V,

(iii) je-li V vétev kone€ného tabla z T a ¢ € T, pak pfipojenim Ty na
konec vétve V vznikne rovnéz konecné tablo z T.

(iv) kazdé konecné tablo z T vznikne kone¢nym uzitim pravidel (i), (i), (iii).

Tablo z teorie T je posloupnost 7y, 71, - ., Tn, - .. konecnych tabel z T

takovych, ze 7,11 vznikne z 7, pomoci (ii) &i (iii), formalné = = Uy,
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Konstrukce tabla

F((32)=P(z) — —~(Vz)P(z))

\
T(3z)-P(z)

\
F(=(Va) P(x))

F(=(Vz)P(z) = (Jz)~P(x))
\
T(=(Vz)P(x))

\
F(32)-P()

F(=(vx)P(x))

\
T(Vz)P(z)

T(3x)-P(x)
|

T(=P(c)) ¢ nova
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T(=P(c))
|
FP(c)
[
T(Va)P(x)
| zvol
TP(c) t=c
\
&
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Tablo metodav PL  BRELI

Konvence
F(@z)=P(x) = =(Va)P(z))
T(Hx)ﬁ‘P(x)
F(ﬂwy‘op(z»
T(Vx‘)P(z)

|
T(=P(c)) ¢ nové
\
FP(c)
\

F(=(Vz)P(z) — (3x)-P(x))
T(=(Vz)P(x))

F(3z)-P(x)
\
F(Vz)P(z)
\

FP(d) d nové

T(Vz)P(z)

\
TP(c)

F(3z)-P(x)

|
F(=P(d))

&

!
TP(d)

®

Polozku, dle které tablo prodluzujeme, nebudeme na vétev znovu zapisovat
kromé pripadu, kdy polozka je tvaru T(Vx)e(x) Ci F(3x)p(x).

Petr Gregor (KTIML MFF UK)

Vyrokova a predikatova logika - VIII ZS 2021/22 10/26



Tablo dukaz

@ Vétev V tabla 7 je spornd, obsahuje-li polozky Ty a Fy pro néjakou
sentenci ¢, jinak je bezesporna.

@ Tablo 7 je sporné, pokud je kazda jeho vétev sporna.

@ Tablo dukaz (dikaz tablem) sentence ¢ z teorie T je sporné tabloz T
s polozkou F v koreni.

@ ¢ je (tablo) dokazatelna z teorie T, piSeme T + p, ma-li tablo dikaz z T.

@ Zamitnuti sentence ¢ tablem z teorie T je sporné tablo z T s polozkou
T v koreni.

@ Sentence ¢ je (tablo) zamitnutelna z teorie T, ma-li zamitnuti tablem z T,
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Priklady

F((va)(P(x) = Q(x)) = (V) P(z) — (Vo)Q(x)) F((va)(p(x) A (@) < ((Yo)p(z) A (Yo)i ()
T(va)(P(z) = Q) T((Vz)(p(z) A ¥(2))) F((Vz)(p(z) A v(x)))
\ \ \
F((V2)P(x) = (V2)Q(x)) F((Vz)p(z) A (V2)i(e)) T((Va)p(x) A (V2)(2))

\ — T~ \

T(Vz)P(z) F(va)e(x) F(va)y(x) T(Vx)p(x)
\ \ \ \

F(V2)Q(z) Fe(e) ¢ nova Fip(d) d novd T(Va)(z)

\ \ \ \
FQO) cnovi  T((¥)(p(x) Av(@)  T(a)(e() Av(@))  Flo(e) Au(e)) e novi

\ \ e N
T(Vz)P(x) T(p(c) Np(e)) T(p(d) A(d)) Fele) Fi(e)
\ \ \ \ \
TP(c) Ti(c) Tip(d) T(Vo)p(r)  T(Va)p(x)
\ \ \ \ \
T(Va)(P(x) = Q(z)) T c) Ty(d) Te(e) T(e)
\ \ \ \ \
T(P(c) = Q(c)) ® ® ® ®
/ \
FP(c) TQ(c)
\ \
® ®
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Dokoncené tablo

Chceme, aby dokoncena bezesporna vétev poskytovala protipriklad.
Vyskyt polozky P ve vrcholu v tabla 7 je i-ty, pokud v mav 7 pravé i — 1
predkl oznacenych P a je redukovany na vétvi V skrze v, pokud

a) P nenitvaru T(Vx)p(x) ani F(3x)p(x) a P se vyskytuje na V jako kofen
atomického tabla, tj. pfi konstrukci 7 jiz doslo k rozvoji P na V, nebo
b) Pjetvaru T(Vx)p(x) Ci F(3x)p(x), ma (i+ 1)-ni vyskyt na V a zaroven
se na V vyskytuje Tp(x/t;) resp. Fo(x/t;), kde t; je i-ty konstantni term
(jazyka Lc).
Necht V je vétev tabla T z teorie T. Rekneme, Ze

@ vétev V je dokoncena, je-li sporna, nebo kazdy vyskyt polozky na V je
redukovany na V a navic V obsahuje Ty pro kazdé ¢ € T,

@ tablo 7 je dokoncené, pokud je kazda jeho vétev dokonéena.
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Systematické tablo - konstrukce

Necht Rje polozkaa T = {9, ¢1,- .. } je (kone€na €i nekonecnad) teorie.
(1) Za 1y vezmi atomické tablo pro R. V pfipadé (x) vezmilib. c € L¢ \ L,
v pfipadé (#) za t vezmi term t;. Dokud to Ize, aplikuj nasledujici kroky.
(2) Necht v je nejlevéjsi vrchol v co nejmensi Grovni jiz daného tabla 7,
obsahuijici vyskyt polozky P, ktery neni redukovany na néjaké
bezesporné vétvi skrze v. (Neexistuje-li v, vezmi 7}, = 7, ajdi na (4).)

(3a) Neni-li Ptvaru T(Vx)o(x) ani F(3x)p(x), za 7, vezmi tablo vzniklé z 7,
pfidanim atomického tabla pro P na kazdou bezespornou vétev skrze v.
V pfipadé (%) za ¢ vezmi ¢; pro nejmensi mozné i.

(3b) Je-li Ptvaru T(Vx)p(x) Ci F(3x)p(x) a ve v ma i-ty vyskyt, za 7, vezmi
tablo vzniklé z 7, pfipojenim atomického tabla pro P na kazdou
bezespornou vétev skrze v, pfiCemz za ¢ vezmi term t;.

(4) Za Tp41 vezmi tablo vzniklé z 7, pfidanim Ty, na kazdou bezespornou
vétev neobsahujici Tp,. (Neexistuje-li ¢, vezmi 7,11 = 75,.)
Systematické tablo z T pro R je vysledkem uvedené konstrukce, tj. 7 = Uy,
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Systematické tablo - priklad

T(Gy)(=R(y,y) v Ply ) A (Vo) R(x, )
\

T(3y)(=R(y,y) V P(y,y))
|
T(Vz)R(z,x)

\

T(=R(co,co) V P(co,c0)) o novd
\
T(Vz)R(z,x)
\

TR(co, co) (za predpokladu t; = ¢g)
/ \
T(~R(co, o)) TP(co, co)
\ \
T(Vz)R(z,x) T(Vz)R(z,x)
\ \
TR(ts,t5) TR(ts,t5)
\ \
FR(co, o) T(Vz)R(z,x)
\ \

® TR(t3,t3)
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Systematické tablo - dokoncenost

Tvrzeni Pro kaZdou teorii T a poloZku R je systematické tablo + dokoncené.

Dukaz Necht T = Ur, je systematické tablo z T = {9, ¢1,... } S R v kofeni a
necht P je polozka ve vrcholu v tabla 7.

@ Do urovné v (véetné) je v T jen kone¢né mnoho vyskytl vSech poloZek.

@ Kdyby vyskyt P ve v byl neredukovany na néjaké bezesporné vétvi v 7,
byl by vybran v néjakém kroku (2) a zredukovan v (3a) i (3b).
@ Kazda ¢, € T bude dle (4) nejpozdéji v 7,41 na kazdé bezesporné vétvi.

@ Tedy systematické tablo = obsahuje pouze dokonCené vétve. [

Tvrzeni Je-li systematické tablo T dilkazem (z teorie T), je T koneéné.

Dikaz Kdyby bylo 7 nekonecné, dle Kénigova lemmatu by obsahovalo
nekonecnou vétev. Tato vétev by byla bezesporna, nebot pfi konstrukci  se
sporné vétve neprodluzuji. Pak by ale 7 nebylo sporné. [
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Tablo metoda v jazyce s rovnosti

Axiomy rovnosti pro jazyk L s rovnosti jsou
(i) x=x
(”) X1 =) AN A Xn=Yn — f(xla"'axl’l) :f(yl7--~aYH)
pro kazdy n-arni funkéni symbol f jazyka L.
(i) i = AN - AN Xn=Yn — (R(x1,...,x5) = RO,...,¥n))
pro kazdy n-arni relacni symbol R jazyka L vCetné =.
Tablo dikaz z teorie T jazyka L s rovnosti je tablo dikaz z teorie T*, kde T*

je rozsiteni teorie T o axiomy rovnosti pro L (resp. jejich generaini uzavéry).

Poznamka V kontextu logického programovani ma rovnost ¢asto jiny vyznam

neZ v matematice (identita). Napf. v Prologu t; = t, znamena, Ze t; a t, jsou
unifikovatelné.
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Kongruence a faktorstruktura

Necht ~ je ekvivalencena A, f: A” - Aa RC A", kde n € N. Pak ~ je

@ kongruence pro funkci f, pokud pro kazdé xi, ..., X, W1, .., ¥n € Aplati
XN A ANXp~yYn = f(xa, X)) ~ (s W),
@ kongruence pro relaci R, pokud pro kazdé xi,...,x,, 11,...,¥n € A plati

X1~ N JANERRERWAN Xn ~ ¥Yn = (R(xlw--:xn)<:>R(yl7~-~7yn)>~

Necht ekvivalence ~ na A je kongruence pro kazdou funkci i relaci struktury
A = (A, F4, R4 pro jazyk L = (F,R). Faktorstruktura (podilova struktura)
struktury A dle ~ je struktura A/~ = (A/~, FA/~ RA™), kde

(] le) = (PG 2]~

R ([x1]ms . [Xn)n) & RA(x1, ..., x0)
prokazdé f € F,Re Raux,...,x, € A, 1. funkce a relace jsou definované
z A pomoci reprezentantd.

Napr. Z,, je faktorstruktura Z = (Z,+, —,0) dle kongruence moaulo p.

Petr Gregor (KTIML MFF UK) Vyrokova a predikatova logika - VIII ZS 2021/22 18/26



Vyznam axiomu rovnosti

Necht A je struktura pro jazyk L, ve které je rovnost interpretovana jako
relace =" spliiujici axiomy rovnosti, tj. ne nutné identita.
1) Z axiomU (i) a (iii) plyne, ze relace =" je ekvivalence na A.

2) Axiomy (ii) a (iii) vyjadiuji, Ze relace =" je kongruence pro kazdou
funkci a relaci v A.

3) Je-li A =T, jei (A/=4) | T*, kde A/=" je faktorstruktura struktury A
dle =4, pfi¢emz rovnost je v A/=% interpretovana jako identita.

Na druhou stranu, v kazdém modelu, v kterém je rovnost interpretovana jako
identita, vSechny axiomy rovnosti evidentné plati.
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Tablo metoda v PL Korektnost

Korektnost

Rekneme, Ze struktura A se shoduje s polozkou P, pokud P je Ty a A |= ¢,
nebo pokud P je Fp a A E -, tj. A [~ . Navic, A se shoduje s vetvi V,
shoduje-li se s kazdou polozkou na V.
Lemma Necht A je model teorie T jazyka L, ktery se shoduje s poloZkou R
v kofeni tabla = Uy, z T. Pak A Ize expandovat do jazyka L tak, Ze se
shoduje s néjakou vétvi V v tablu .
Poznamka Postaci nam expanze modelu A o konstanty ¢ proc € Lc\ L
vyskytujici se na vétvi V, ostatni konstanty Ize dodefinovat libovoiné.
Dukaz Indukci dle n nalezneme veétev V,, v tablu 7, a expanzi A, modelu A o
konstanty ¢ pro ¢ € L¢ \ L na V,, tak, Zze A, se shodujes V,,a V.1 C V,,.
Pfedpokladejme, Ze mame vétev V, v 7, a expanzi A, shodujici se s V.
@ Vznikne-li 7,11 z 7, bez prodlouzeni V,,, polozme V,,1 = Vy, Apa1 = Aj.
@ Vznikne-li 7,41 z 7, pfipojenim Ty k V,, pro néjaké ¢ € T, necht V4, je
tato vétev a A, 11 = A, Jelikoz A = ¢, shoduje se A 1S Vigr.

Petr Gregor (KTIML MFF UK) Vyrokova a predikatova logika - VIII ZS 2021/22 20/26



Korektnost - dukaz (pokr.)

@ Jinak 7,41 vznikne z 7, prodlouzenim V;, o atomické tablo néjaké polozky

P na V,,. Z indukéniho predpokladu vime, Ze A, se shoduje s P.

(i) V ptipadé atomického tabla pro spojku polozme A,.; = A, a snadno
oveéfime, ze V,, Ize prodlouzit na vétev V,; shodujici se s A,;.

(ii) Je-li Ptvaru T(Vx)e(x), necht V,.1 je (jednoznacné) prodlouzeni V, na
vétev v 7,41, tj. 0 polozku T'p(x/t). Necht A,y je libovolna expanze A,
o nové konstanty z termu ¢. Jelikoz A, = (Vx)p(x), plati A1 = ¢(x/1).
Obdobné pro P tvaru F(3x)p(x).

(iii) Je-li P tvaru T(3x)¢(x), necht V1 je (jednoznacné) prodlouzeni V, na
vétev v 7,11, tj. 0 polozku T(x/c). Jelikoz A, = (3x)p(x), pro néjaké
a € Aplati A, = ¢(x)[e(x/a)] pro kazdé ohodnoceni e. Necht A, je
expanze A, 0 novou konstantu ¢! = a. Pak A,.1 = ¢(x/c).
Obdobné pro P tvaru F(Vx)p(x).

Zakladni krok pro n = 0 plyne z obdobné analyzy atomickych tabel pro

polozku R v kofeni s vyuzitim pfedpokladu, ze model A se shoduje s R. [
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Véta o korektnosti

Ukazeme, Ze tablo metoda v predikatové logice je korekini.

Véta Pro kaZdou teorii T a sentenci o, je-li o tablo dokazatelna z T,
jeppravdivavT,t. Ty = Tk .
Dukaz
@ Necht ¢ je tablo dokazatelna z teorie T, tj. existuje spornétablorz T
s polozkou F v koreni.
@ Pro spor predpokladejme, Ze ¢ neni pravdiva v T, tj. existuje model A
teorie T, ve kterém ¢ neplati (protiptiklad).
@ Jelikoz se A shoduje s polozkou F, dle pfedchoziho lemmatu Ize A
expandovat do jazyka L tak, Ze se shoduje s néjakou vétvi v tablu .
@ To ale neni mozné, nebot kazda vétev tabla 7 je spornd, tj. obsahuje
dvojici T, F1 pro néjakou sentenci ¢p. [
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Kanonicky model

Z bezesporné vétve V dokonceného tabla vyrobime model, ktery se shoduje
s V. Vyjdeme z dostupnych syntaktickych objektl - konstantnich termd.

Necht V je bezesporna vétev dokonceného tabla z teorie T jazyka
L = (F,R). Kanonicky model z vétve V je Lc-struktura A = (A, 74, R4), kde
(1) A je mnozina vSech konstantnich termd jazyka L,
(2) fAGs1, -y Sn) = f(S1,- -+, Sn)
pro kazdy n-arni funkéni symbol f € FU (L¢\ L) a s1,..., 5, € A.
(3) RA(s1,...,8y) < TR(sy,...,sy) je polozka na V
pro kazdy n-arni relaéni symbol R € R Cirovnost a sy,...,s, € A.

Poznamka Vyraz f(si,...,s,) na pravée strané v (2) je konstantni term jazyka
L¢, tedy prvek z A. Neformalné, pro zddraznéni, Ze jde o syntakticky objekt

FAs, . 80) =“f(s1,. .., 80)

Petr Gregor (KTIML MFF UK) Vyrokova a predikatova logika - VIII ZS 2021/22 23/26



Gpnos
Kanonicky model - priklad

Necht teorie T = {(Vx)R(f(x))} je jazyka L = (R, f, d). Systematické tablo
pro F—R(d) z T obsahuje jedinou vétev V a ta je bezesporna.
Kanonicky model A = (A, R, f4, d*, c),cn 2 V je pro jazyk Lc a plati
A={d.f(d),f(f(d)),....co.f(co) f(f(c)),..-,cr.f(cr). f(f(cr)),-- -},
d*=d, c!'=c pro icN,
@ =<f@ay, fAfd)="ff@)y, fArE@) =freE@@))”, ..
RA - {dvf(d)vf(f(d))v cee 7f(CO)=f(f(CO))> RS (Cl)vf(f(cl))’ s }
Redukt A na jazyk Lje A’ = (A, R, A, d").
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Kanonicky model s rovnosti

Je-li jazyk L s rovnosti, T* oznacuje rozSifeni T o axiomy rovnosti pro L.

PoZadujeme-li, aby rovnost byla interpretovana jako identita, kanonicky model

A z bezesporné vétve V dokondeného tabla z T* musime faktorizovat dle =*.
Dle definice (3), v modelu A z V pro relaci = plati, Zze pro kazdé s, s, € A,
s1="8 & T(s1=s)jepolozkana V.

Jelikoz V je dokonéena a obsahuje axiomy rovnosti, relace =* je ekvivalence
na A a navic kongruence pro vSechny funkce a relace v A.
Kanonicky model s rovnosti z vétve V je faktorstruktura A/ =%.
Pozorovani Pro kazdou formuli o,
Ay & (A=Y Eq
pficemz v A je = interpretovand relaci =%, zatimco v A/ =% jako identita.

Poznamka A je (spocetné) nekonecny model, ale A/ =" miZe byt konecny.
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Gpnos
Kanonicky model s rovnosti - pfiklad

Necht T = {(Vx)R(f(x)), (Vx)(x = f(f(x)))} jenad L = (R, f, d) s rovnosti.
Systematické tablo pro F-R(d) z T* obsahuje bezespornou vétev V.

V kanonickém modelu A = (A, R4, =4 f4 d4, ¢/t ;e z V pro relaci =4 plati
s="s & s=f(-(f(s2)--) nebo s =f(---(f(s1)-),
kde f je aplikovano 2i-krat pro néjaké i € N.
Kanonicky model s rovnosti z V je B = (A/=") = (A/=",RE, fB,d® c);cn
(A/=") = {[d] -, [f(d)]=s, [co] =1, [f (0)] =4, [e1] =a, [f (c1)] =4, - .. },
dP = [d|_s, cP=]ci]_a pro ieN,
A=) = [f (@)=, fE(f(d)]=s) = [f(f(@))=r = [d]=s, ..
RE = (a/=4).

Redukt B na jazyk L je B' = (A/=" RE fB d").
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