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Otevrena axiomatizovatelnost
Véta Je-li teorie T oteviené axiomatizovatelnd, pak kaZzda podstruktura
modelu T je rovnéZz modelem T.

Dikaz Necht T’ je oteviena axiomatika M(T), A= T aB C A. Vime, Ze
pro kazdé ¢ € T’ je B = ¢, nebot ¢ je oteviena. Tedy B je modelem T’. [

Poznamka Plati i obracena implikace, tj. je-li kaZda podstruktura modelu
teorie T rovnéz modelem T, pak T je oteviené axiomatizovatelna.

Napf. teorie DeLO neni oteviene axiomatizovatelna, nebot’ napf. kone¢na
podstruktura modelu DeL.O neni modelem Del.O.

Napfr. nejvyse n-prvkové grupy pro pevné n > 1 jsou oteviené axiomatizovany

TU{ \/ X = Xj},
i,j<n
L ) i#]
kde T je (otevrena) teorie grup.
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Rekurzivni axiomatizace a rozhodnutelnost

@ Intuitivni pojem “algoritmus” Ize presné formalizovat (napf. pomoci TS).

@ Teorie T je rekurzivné axiomatizovana, pokud existuje algoritmus, ktery
pro kazdou vstupni formuli ¢ skonci a oznami, zda ¢ € T.

@ Teorie T je rozhodnutelna, pokud existuje algoritmus, ktery pro kazdou
vstupni formuli ¢ skon&i a oznami, zda ¢ € Thm(T).

@ Teorie T je castecne rozhodnutelna, pokud existuje algoritmus, ktery pro
kazdou vstupni formuli ¢ skonci, pravé kdyz ¢ € Thm(T).

Tvrzeni Pro kaZdou rekurzivné axiomatizovanou teorii T,
(i) T je castecné rozhodnutelna,
(ii) je-li navic T kompletni, je T rozhodnutelna.

Dikaz Konstrukce systematického tabla z T's Fy v kofeni poskytuje
algoritmus, ktery rozpoznava T + . Je-li navic T kompletni, paralelni
konstrukce pro Fy resp. Ty v kofeni rozhoduje,zda T+ o &i T F —p. [
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Rekurzivné spocetna kompletace
Co kdyZ efektivné popiseme vsechny jednoduché kompletni extenze?

Rekneme, Ze mnozina véech (aZ na ekvivalenci) jednoduchych kompletnich
extenzi teorie T je rekurzivne spocetnad, existuje-li algoritmus «(i, j), ktery
generuje i-ty axiom j-té extenze (pfi néjakém ocCislovani), pfipadné oznami,
Ze (takovy axiom Ci extenze) neexistuje.

Tvrzeni Je-li teorie T rekurzivné axiomatizovana a mnoZina vsech
(az na ekvivalenci) jejich jednoduchych kompletnich extenzi je rekurzivné
spocetna, je T rozhodnutelna.

Dukaz Diky rek. axiomatizaci poskytuje konstrukce systematického tabla z T
s Fo v kofeni algoritmus pro rozpoznani T + ¢. Pokud ale T t/ ¢, pak T' + =
v néjaké jednoduché kompletni extenzi T’ teorie T. To Ize rozpoznat paralelni
postupnou konstrukci systematickych tabel pro Ty z jednotlivych extenzi.

V i-tém stupni se sestroji tabla do i krokd pro prvnich i extenzi. [
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Pfiklady rozhodnutelnych teorii

Nasledujici teorie jsou rozhodnutelné, ackoliv jsou nekompletni.
@ teorie Cisté rovnosti; bez axiomu v jazyce L = () s rovnosti,

@ teorie unarniho predikatu; bez axiomd v jazyce L = (U) s rovnosti,
kde U je unarni relacni symbol,

@ teorie hustych linearnich usporadani DeLO*,
@ teorie algebraicky uzavfenych téles v jazyce L = (+,—,-,0,1) s rovnosti,
s axiomy teorie téles a navic axiomy pro kazdé n > 1,
(V1) - (V) BV (Y + X1 - Y+ 0 Y+ X0 = 0),
kde y* je zkratka zatermy -y - --- -y (- aplikovano (k — 1)-krat).
@ teorie komutativnich grup,

@ teorie Booleovych algeber.
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Rekurzivni axiomatizovatelnost
Rekurzivni axiomatizovatelnost

Daji se matematické struktury “efektivné” popsat?
@ Tfida K C M(L) je rekurzivné axiomatizovatelnd, pokud existuje
rekurzivné axiomatizovand teorie T jazyka Ls M(T) = K.

@ Teorie T je rekurzivné axiomatizovatelna, pokud M(T) je rekurzivné
axiomatizovatelna.

Tvrzeni Pro kaZzdou konecnou strukturu A v konecném jazyce s rovnosti
je Th(A) rekurzivné axiomatizovatelna. Tedy, Th(A) je rozhodnutelna.

Dikaz Necht A= {a,...,a,}. Teorii Th(A) axiomatizujeme jednou sentenci
(tedy rekurzivné) kompletné popisujici .A. Bude tvaru “existuje prave n prvki
a, ..., an splriujicich prave ty zakladni vztahy o funkénich hodnotach a
relacich, které plati ve strukture A.” [
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Rekurzivni axiomatizovatelnost
Priklady rekurzivni axiomatizovatelnosti

Nasledujici struktury A maji rekurzivné axiomatizovatelnou teorii Th(.A).

@ (Z,<), teorii diskrétnich linearnich usporadani,
(Q, <), teorii hustych linearnich usporadani bez koncl (DeLO),
@ (N, S,0), teorii naslednika s nulou,
° (N S,+, > tzv. Presburgerovou aritmetikou,
o (R, , 1), teorii realné uzavrenych téles,
<(C +,—,-,0,1), teorii algebraicky uzavienych teéles charakteristiky 0.

Dusledek Pro uvedené struktury je Th(A) rozhodnutelna.

Poznamka Uvidime, Ze aleN = (N, S, +, -, 0, <) rekurzivné axiomatizovat
nelze. (Vyplyva to z prvni Gédelovy véty o netplnosti).
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Robinsonova aritmetika

Jak efektivné a pfitom co nejupinéji axiomatizovatN = (N, S, +,-,0,<)?
Jazyk aritmetiky je L = (S, +,-,0, <) s rovnosti.

Robinsonova aritmetika Q ma axiomy (kone¢né mnoho)

S(x) #0 x-0=0
Sx)=8(y)—x=y x-S(y)=x-y+x
x+0=x x#0— 3y)(x=S8©))
x+8Sy)=S8S(x+y) x<y<«+ (Fz)(z+x=y)

Poznamka Q je velmi slaba, napf. nedokazuje komutativitu ¢i asociativitu
operaci +, - ani tranzitivitu <. Nicméné postacuje napfiklad k dikazu
existencnich tvrzeni o numeralech, ktera jsou pravdiva v N.
Napr. pro o(x,y) tvaru (3z)(x + z = y) je

QF ¢(1,2), kdel=S(0)a 2= S(S(0)).
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Peanova aritmetika

Peanova aritmetika PA ma axiomy
(a) Robinsonovy aritmetiky Q,

(b) schéma indukce, tj. pro kazdou formuli ¢(x,¥) jazyka L axiom
((0,7) A (VX)(0(x, ) = (S(x),3))) = (VX)o(, F)-

Poznamka PA je pomeérné dobrou aproximaci Th(N), dokazuje vsechny
zakladni viastnosti platné v N (napf. komutativitu +). Na druhou stranu
existuji sentence pravdivé v N ale nezavislé v PA.

Poznamka V jazyce 2. fadu Ize axiomatizovat N (aZ na izomorfismus),
vezmeme-Ili misto schéma indukce pfimo axiom indukce (2. fadu)

(VX) ((X(0) A (V) (X (x) = X(S(x)))) = (V) X(x)).
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Hilberttv 10. problém

@ Necht p(xi,..., x,) je polynom s celoCiselnymi koeficienty.
Ma Diofanticka rovnice p(x, ..., x,) = 0 celoCiselné feSeni?

@ Hilbert (1900) “Naleznéte algoritmus, ktery po kone¢né mnoha krocich
urci, zda dana Diofanticka rovnice s libovolnym poctem proménnych a
celociselnymi koeficienty ma celociselné feseni.”

Poznamka Ekvivalentné Ize poZadovat algoritmus rozhodujici, zda existuje
feseni v prirozenych C&islech.

Véta (DPRM, 1970) Problém existence celoCiselného feseni dané
Diofantické rovnice s celoCiselnymi koeficienty je alg. nerozhodnutelny.

Dusledek Neexistuje algoritmus rozhodujici pro dané polynomy
p(x1,...,%u), q(x1,...,%n) S pfirozenymi koeficienty, zda
NE 3x)... 3x)(p(x1, ..., x0) = q(x1,. .., Xn)).
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Nerozhodutelnost predikatové logiky

Existuje algoritmus, rozhodujici o dané sentenci, zda je logicky pravdiva?

@ Vime, Ze Robinsonova aritmetika Q méa kone¢né axiomu, ma za model N
a stadi k dukazu existencnich tvrzeni o numeralech, ktera plati v N.

@ Presnéji, pro kazdou existencni formuli ¢ (x1,. .., x,) jazyka aritmetiky
QFp(u/a,....xn/an) < N ple(xi/a, ... xn/an)
pro kazdé a, ..., a, € N, kde a; znaci a;-ty numeral.

@ Specidlné, pro ¢ tvaru (Jx) ... (3x,)(p(x1, ..., x0) = g(x1, ..., X)),
kde p, g jsou polynomy s pfirozenymi koeficienty (numeraly), plati
NEe & Qb & Fy—op & EY—e,
kde 1 je konjunkce (uzaveérd) vSech axiomu Q.
@ Tedy, pokud by existoval algoritmus rozhoduijici logickou pravdivost,
existoval by i algoritmus rozhodujici, zda N = ¢, coz neni mozné.
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Gddelova 1. véta o neuplnosti

Véta (Godel) Pro kaZdou bezespornou rekurzivné axiomatizovanou extenzi T
Robinsonovy aritmetiky existuje sentence pravdiva vN a nedokazatelnav T.

Poznamky
@ “Rekurzivné axiomatizovana” znamena, Ze je “efektivné zadana’.
@ “Extenze R. aritmetiky” znamena, Ze je “zakladni aritmetickeé sily”.
@ Je-linavicN = T, je teorie T nekompletni.
@ V dukazu sestrojena sentence vyjadfuje “nejsem dokazatelna v T”.
@ Dukaz je zaloZen na dvou principech:
(a) aritmetizaci syntaxe,

(b) self-referenci.

Petr Gregor (KTIML MFF UK) Vyrokova a predikatova logika - XIII ZS 2021/22 12/22



Aritmetizace - predikat dokazatelnosti
@ Konecné objekty syntaxe (symboly jazyka, termy, formule, kone¢na tabla,
tablo diikazy) Ize vhodné zakddovat pfirozenymi &isly.

@ Necht [¢] znaCi kéd formule ¢ a necht ¢ znaci numeral (term jazyka
aritmetiky) reprezentujici [¢].

@ Je-li T rekurzivné axiomatizovana, je relace Prf;y C N? rekurzivni.
Prfy(x,y) < (tablo) y je dikazem (sentence) x v T.
@ Je-li T navic extenze Robinsonovy aritmetiky Q, da se dokazat, ze Prfr je
reprezentovatelna néjakou formuli Prfr(x,y) tak, Zze pro kazdé x,y € N

QF Prfr(x,y), je-li Prfr(x,y),
QF —Prfr(x,y), jinak

@ Prfr(x,y) vyjadiuje “y je dikaz x v T".

@ (Jy)Prfr(x,y) vyjadiuje “x je dokazatelna v T

@ Je-li T+ ¢, pak N = (3y)Prfr(p, y) anavic T = (Jy)Prir(e,y).
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Princip self-reference

@ Tato véta ma 16 pismen.

Self-reference ve formalnich systémech vétsinou neni pfimo k dispozici.
@ Nasledujici véta ma 24 pismen “Nasledujici véta ma 24 pismen”.

Pfima reference obvykle je k dispozici, staci, kdyz umime “mluvit”

o posloupnostech symboll. Uvedena véta ale neni self-referenéni.

@ Nasledujici véta zapsana jednou a jesté jednou v uvozovkach ma 116
pismen “Nasledujici véta zapsana jednou a jeste jednou v uvozovkach
ma 116 pismen”.,

Pomoci pfimé reference Ize dosahnout self-reference. Namisto
“ma x pismen” mlze byt jina vlastnost.
® main () {char *c="main () {char xc=%c%s%c; printf (c, 34,

c,34);1"; printf(c,34,c,34);}
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Véta o pevném bodé

Véta Necht T je bezesporné rozsifeni Robinsonovy aritmetiky. Pro kaZdou
formuli p(x) jazyka teorie T existuje sentence 1) takova, Ze T - ) <+ ¢().
Poznamka Sentence 1) je self-referencni, fika “splriuji podminku ¢”.

Dikaz (idea) Uvazme zdvojujici funkci d takovou, ze pro kazdou formuli x(x)

d([x(x)1) = x(x(x))]

Plati, Ze d je reprezentovatelna v T. Pfedpokladejme (pro jednoduchost),
Ze néjakym termem, ktery si oznacme d, stejné jako funkci d.

@ Pak pro kazdou formuli x(x) jazyka teorie T plati
T+ d(x(x)) = x(x(x)) 1)
@ Za ) vezmeéme sentenci (d(p(d(x)))). Staci ovéfit T+ d(p(d(x))) = .
@ To plyne z (1) pro x(x) tvaru ¢(d(x)), nebot v tom pfipadée
THd(e(dx))) = e(d(p(d(x)))) O

—
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Nedefinovatelnost pravdy

Rekneme, Ze formule 7(x) definuje pravdu v aritmetické teorii T, pokud
pro kazdou sentenci ¢ plati T+ ¢ «» 7(¢).

Véta V Zadném bezesporném rozsifeni Robinsonovy aritmetiky neexistuje
definice pravdy.
Dikaz Dle véty o pevném bodé pro —7(x) existuje sentence ¢ takova, ze
Tt @< =7(p).
Kdyby formule 7(x) definovala pravdu v T, bylo by
Tt @< —p,
coz v bezesporné teorii neni mozné. [

Poznamka Dikaz je zaloZen na paradoxu lhafe, sentence by vyjadfovala
“nejsem pravdiva v T".
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Ddkaz 1. véty o neuplnosti

Véta (Godel) Pro kaZdou bezespornou rekurzivné axiomatizovanou extenzi T
Robinsonovy aritmetiky existuje sentence pravdiva vN a nedokazatelna v T.

Dukaz Necht ¢(x) je ~(3y)Prfr(x,y), vyjadtuje “x neni dokazatelna v T”.
@ Dle véty o pevném bodeé pro ¢(x) existuje sentence ¢y takova, ze
T+ yr < =@y Prfr(Yr, y). (@)
r tika “nejsem dokazatelna v T”. Presnéji, 11 je ekvivalentni sentenci
vyjadrujici, Ze ¢ neni dokazatelna v T. (Ekvivalence plativNiv T).
@ Nejprve ukdzeme, Ze 7 neni dokazatelna v T. Kdyby T+ i1, tj. ¥ je
IZivav N, pak N |= (3y)Prfr(vr, y) anavic T = (Jy) Prir(¢r, y). Tedy
z (2) plyne T + =1, coz ale neni mozné, nebot T je bezesporna.

@ Zbyva dokazat, ze ¢t je pravdivd v N. Kdyby ne, tj. N = =, pak
N = (Jy)Prfr(¢r,y). Tedy T &= ¢, coz jsme jiz dokazali, ze neplati.  [J
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Duasledky a zesileni 1. véty

Dusledek Je-li navicN |= T, je teorie T nekompletni.

Dikaz Kdyby byla T kompletni, pak T - -7 a tedy N = -7, coz je
vesporus N = ¢r. O

Duisledek Th(N) neni rekurzivné axiomatizovatelna.

Dikaz Th(N) je bezesporna extenze Robinsonovy aritmetiky a ma model N.
Kdyby byla rekurzivné axiomatizovatelnd, dle pfedchoziho disledku by byla
nekompletni, ale Th(N) je kompletni. [

Gddelovu 1. vétu o neuplnosti Ize nasledovné zesilit.

Véta (Rosser) Pro kaZdou bezespornou rekurzivné axiomatizovanou extenzi
T Robinsonovy aritmetiky existuje nezavisla sentence. Tedy T je nekompletni.

Poznamka Tedy pfedpoklad, Ze N = T, je v prvnim dusledku nadbytecny.

Petr Gregor (KTIML MFF UK) Vyrokova a predikatova logika - XIII ZS 2021/22 18/22



Gddelova 2. véta o neuplnosti

Oznacme Cony sentenci —(3y)Prfr(0=1,y). PlatiN = Conr < T/ 0 = 1.
Tedy Conr vyjadiuje, Ze “T je bezesporna”.

Véta (Godel) Pro kaZdou bezespornou rekurzivné axiomatizovanou extenzi T
Peanovy aritmetiky plati, Ze Cony neni dokazatelna v T.

Dukaz (naznak) Necht 7 je Gédelova sentence “nejsem dokazatelna v T".
@ V prvni ¢asti dukazu 1. véty o nelplnosti jsme ukazali, ze

“Je-li T bezespornd, pak v)r neni dokazatelnav T.” (3)
Jinak vyjadreno, plati Cony — 7.

@ Je-li T extenze Peanovy aritmetiky, dikaz tvrzeni (3) Ize formalizovat
vramci T. Tedy T + Conyp — 7.

o Jelikoz T je bezesporna dle predpokladu véty, podle (3) je T t/ 7.
@ Z predchozich dvou bodu vyplyva, ze T t/ Conr. O

Poznamka Takova teorie T tedy neumi dokazat vilastni bezespornost.
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2]
Duasledky 2. véty

Dusledek Existuje model A Peanovy aritmetiky t.Z2. A = (3y)Prfpa(0 =1.).

Poznamka A musi byt nestandardni model PA, svédkem musi byt
nestandardni prvek (jiny nez hodnoty numerald).

Duisledek Existuje bezesporna rekurzivné axiomatizovand extenze T
Peanovy aritmetiky takova, Ze T + —Conr.

Dikaz Necht T = PAU {—Conp}. Pak T je bezesporna, nebot PA I Conp,.
Navic T - —Conpy, tj. T dokazuje spornost PAC T, tedy i T+ —-Cony. [

Poznamka N nemuZe byt modelem teorie T.

Dusledek Je-li teorie mnozZin ZFC bezesporna, neni Conzrc dokazatelnd
v ZFC.
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Co bude u zkousky?
Pisemna c¢ast: 90 min, pro postup do Ustni ¢asti aspon 1/2 boda.
Ustni &ast: cca 20 min, obvykle v pofadi odevzdavani pisemné ¢asti.
Co nebude v pisemné casti.
@ Hilbertovsky kalkul (ani v Ustni ¢asti).
@ LD a SLD rezoluce, SLD stromy (ani v Ustni Casti).
@ Programy v Prologu (ani v Ustni ¢asti).
@ (Ne)rozhodnutelnost a neuplnost.
Co bude v ustni éasti?
(a) Definice, algoritmy Ci konstrukce, znéni vét.
(b) Dlkaz zadané véty &i tvrzeni.

Pozndmka Cdst (a) bude véetné nerozhodnutelnosti a netiplnosti.
Na strance z minulého roku jsou zadani pisemek jako vzor.
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http://ktiml.mff.cuni.cz/~gregor/logika2020

Které dukazy se zkousSi?

Algoritmy pro 2-SAT a Horn-SAT (dlkaz korektnosti).

Tablo metoda ve VL: syst. tablo (dokoncéenost, kon. diikazu), korektnost, Uplnost.
Véta o kompaktnosti VL a jeji disledky.

Rezoluce ve VL: korektnost, Uplnost. LI-rezoluce (Uplnost pro Horn. formule).
Sémantika PL: véta o konstantach, vlastnosti otevienych teorii, véta o dedukci.
Tablo metoda v PL.: syst. tablo (dokon., kon. diikazu), vyznam axiom{ rovnosti.
Tablo metoda v PL: korektnost, kanonicky model (s rovnosti), Uplnost.
Léwenheim-Skolemova véta. Véta o kompaktnosti PL a jeji dlsledky.

Extenze o definice, Skolemova véta, Herbrandova véta.

Rezoluce v PL: korektnost, uplnost, lifting lemma, LI-rezoluce.

Elementarni ekvivalence, dusledky L.-S. véty. Izomorfismus a sémantika.

Invariance definovatelnych mnozin na automorfismy.

w-kategori¢nost, podminky pro kone€nou a otevienou axiomatizovatelnost.
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