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Mnozinové pojmy
Veskeré pojmy zavadime v ramci teorie mnozin pouze pomoci predikatu
nalezeni a rovnosti (a prostredku logiky).

@ Mnozinova vlastnost ¢(x) definuje tfidu {x | p(x)}. Tfida, ktera neni
mnozinou, se nazyva vilastni, napf. {x | x = x}.

@ x ¢y, x#yjsou zkratkou za —(x € y), =(x = y).

@ {xg,...,x,—1} 0znaCuje mnozinu obsahujici praveé xo, ..., x,_1, {x} se
nazyva singleton, {x,y} neusporadana dvojice.

@ 0, U,n,\, A znaci prazdnou mnoZinu, sjednoceni, pranik, rozdil,
symetricky rozdil mnozin, napf.

xAy=@x\y)U\x)={z|(z€exnz¢y)V(zgxAzeEy)}
x,y jsou disjunktni pokud x Ny = (). x C y znaéi, Ze x je podmnoZinou y.
Potencni mnozina (potence) x je P(x) = {y | y C x}.
Sjednoceni (suma) xje Ux={z | Iy(z€y Ay €x)}.

Pokryti mnoziny x je mnozina y C P(x) \ {0} s [Jy = x. Jsou-li navic
kazdé dvé (rizné) mnoziny v y disjunktni, je y rozklad x.
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Relace

@ usporadana dvojice je (x,y) = {x, {x,y}}, tedy (x,x) = {x, {x}},
usporadana n-tice je (xo, ..., xp—1) = (X0, - - -, Xn—2),Xn—1) Pron > 2,
@ kartézsky soucinje a x b= {(x,y) | x € a,y € b},
kartézska mocninaje x° = {0}, x! = x, " =x""! x xpron > 1,
@ disjunktni sjednocenije x Wy = ({0} x x) U ({{0}} x y),
@ relace je jakakoliv mnozina R usporadanych dvojic,
namisto (x,y) € R piSeme obvykle R(x,y) nebo xRy,
definicni obor (doména) R je dom(R) = {x | 3y (x,y) € R},
obor hodnot R je mg(R) = {y | 3x (x,y) € R},
extenzeprvkux v R je Rlx] = {y | (x,y) € R},
inverzni relacek R je R~' = {(v,x) | (x,y) € R},
restrikce Rnamnozinuzje R [ z={(x,y) € R | x € z},
@ sloZenirelaci Ra Sjerelace RoS = {(x,z) | Iy ((x,y) ERA (y,2) € S)},
@ identita na mnoziné z je relace Id, = {(x,x) | x € z}.
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Ekvivalence

@ Relace R je ekvivalence na X, pokud pro vSechna x,y, z € X plati

R(x,x) (reflexivita)
R(x,y) — R(y,x) (symetrie)
R(x,y) AR(y,z) — R(x,2) (tranzitivita)

@ R[x] se nazyva Ifida ekvivalence (faktor) prvku x dle R, znaCime i [x]g.
@ X/R = {R[x] | x € X} je faktorizace mnoziny X dle R.
@ Plati, ze X/R je rozklad X, nebot tfidy jsou disjunktni a pokryvaji X.
@ Naopak, je-li S rozklad X, urCuje ekvivalenci (na X)
{(x,y) | x € z,y € zpro néjaké z € S}.
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Usporadani
Necht < je relace na mnoziné X. Rekneme, Ze < je
@ castecné usporadani (mnoziny X), pokud pro vSechna x,y,z € X

x<x (reflexivita)
x<y AN y<x — x=y (antisymetrie)
x<y AN y<z — x<z (tranzitivita)

@ linearni (totalni) usporadani, pokud navic pro vSechna x,y € X
x<y V y<x (dichotomie)
@ dobré usporadani, pokud navic kazda neprazdna podmnozina X
obsahuje nejmensi prvek.
OznaCme ‘x <y za ‘x < y Ax # y'. Linearni usporadani < na X je
@ husté usporadani, pokud X neni singleton a pro vSechna x,y € X
x<y = JT@x<zAnz<y) (hustota)
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Funkce

Relace f je funkce, pokud pro kazdé x € dom(f) existuje jediné y s (x,y) € f.
@ Pak fikame, Ze y je hodnotou funkce f v x, piSeme f(x) =y,
@ f: X — Y znati, Zze f je funkce s dom(f) = X arng(f) C Y,
@ funkce f je na (surjektivni) Y, pokud mg(f) = Y,
@ funkce f je prosta (injektivni), pokud pro vSechna x,y € dom(f)

x#Fy = f()#fO)
@ f: X — YijebiekceX ay,jeliprostaana,
@ je-lif: X — Y prosta, pak f~! = {(y,x) | (x,y) € f} je inverzni funkce,
@ obraz mnoziny A pfes f je fl[A] = {y | (x,y) € f pro néjaké x € A},
@ jelif: X > Yag:Y— Z, pakpro jejich slozeni plati (fog): X - Za

(fog)(x) = g(f(x))

@ Y'Y znadi mnozinu v8ech funkci z X do Y.
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)4 Ve
Cisla

Uvedeme pfiklady explicitnich konstrukci.
@ Pfirozena ¢isla definujeme induktivné vztahem n = {0,...,n — 1}, tedy
0=10, 1={0} ={0}, 2={0,1} ={0,{0}}, ...
@ mnozina prirozenych Cisel N je definovana jako nejmensi mnozina
obsahuijici ) uzaviena na S(x) := x U {x} (naslednik).

@ mnozina celych Cisel je Z = (N x N)/ ~, kde ~ je ekvivalence definovana
(a,b) ~ (c,d) pravekdyz a+d=b+c

@ mnozina raciondlnich Cisel je Q = (Z x (Z\ {0}))/ ~, kde = je dana
(a,b) =~ (c,d) pravé kdyz a.d =b.c

@ mnozina redlnych Cisel R je mnozina fezu raciondlnich Cisel, tj.

netrividlnich, doll uzavifenych podmnozin Q bez nejvétsiho prvku.
(A C Q je dold uzaviena, pokud y < x € A implikuje y € A.)
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Velikosti mnozin

@ x ma stejnou nebo mensi velikost nez y (x je subvalentni'y),

pokud existuje prosta funkce f: x — y, (x<y)
@ x ma stejnou velikost jako y, existuje-li bijekce f: x — y, (x=y)
@ x ma mensi velikost nez y, pokud x < y a neni x ~ y, (x <)

Véta (Cantor) x < P(x) pro kaZzdou mnoZinu x.
Dikaz f(y) = {y} pro y € x je prosta funkce f: x — P(x), tedy x < P(x).
Pro spor predpokladejme, ze existuje prosta g: P(x) — x. Definujme
y={s(2) |z SxAgl(z) ¢z}
Dle definice, g(y) € y pravé kdyz g(y) ¢ y, spor. [
@ pro kazdé x existuje kardinalni Cislo k s x = k, znacime |x| = &,
@ x je konecna, pokud |x| = n pro néjaké n € N, jinak je nekonecna,
@ x je spocetna, pokud je kone¢na nebo |x| = |N| = w; jinak je nespocetna,
@ x m& mohutnost kontinua, pokud |x| = |P(N)| = c.
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n-arni relace a funkce

@ Relace arity (Cetnosti) n € N na X je libovolna mnozina R C X", tedy
pron=0jeR=0=0neboR={0} =1,pron=1je RCX,

o (Casteénd) funkce arity (Cetnosti) n € N z X do Y je libovolna funkce
f C X" x Y. Rekneme, Ze f je totalni na X", pokud dom(f) = X",
znaCime f: X" — Y. Je-li navic Y = X, je to operace na X.

@ Funkce f: X" — Y je konstantni, pokud rng(f) = {y} pro néjaké y € Y,
pron=0jef ={(0,y)} af ztotoziiujeme s konstantou y.

@ Aritu relace ¢i funkce znaCime ar(R) Ci ar(f) a mluvime o nularnich,
undrnich, binarnich, obecné n-arnich relacich a funkcich (operacich).
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Strom
y _kofen <— troven 0
-~ podstrom
vrchol z
o o L
\"\,\ ¢ _/__,/"(_ droven 4

@ Strom je mnozina T s ¢asteCnym uspofadanim <z, ve kterém existuje
(jedine¢ny) nejmensi prvek, zvany kofen, a mnozina pfedkd libovolného
prvku je dobfe usporadana,

@ vetev stromu T je maximalni linearné usporadana podmnozina T,

@ adoptujeme standardni terminologii 0 stromech z teorie grafl, pak napf.
vétev v kone¢ném stromu je cesta z korene do listu.
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Kbnigovo lemma

Budeme pracovat (pro jednoduchost) obvykle s kone¢né vétvicimi se stromy,
ve kterych ma kazdy vrchol kromé kofene bezprostiedniho predka (otce).

@ n-tg droveri stromu T pro n € N je dand indukci, obsahuje syny
vrcholl z (n — 1)-ni Grovné, 0-ta Uroven obsahuje pravé koren,
@ hloubka stromu T je maximalni Cislo n € N neprazdné Urovne;

pokud ma T nekonecnou vétev, je hloubka nekonecna Ci w.

@ strom T je n-arni pro n € N, pokud kazdy vrchol ma nejvyse n syn(.

Je konecne vétvici se, ma-li kazdy vrchol kone¢né mnoho synd.
Lemma (K6nig) KaZdy nekonecny, konecné vétvici se strom T obsahuje
nekonecnou vétev.

Dukaz Hledani nekoneCné vétve zaCneme v kofeni. Jelikoz ma jen konecné
mnoho synu, existuje syn s nekone¢né mnoha potomky. Vybereme ho a
stejné pokraCujeme v jeho podstromé. Takto ziskdme nekone€nou vétev. [
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Usporadané stromy

@ Usporadany strom je strom T, s kterym je dano linearni usporadani
synl kazdého vrcholu, toto usporadani se nazyva pravolevé a znaéi <;.
Oproti tomu, usporadani <; se nazyva stromoveé.

@ znaceny strom je strom T s libovolnou funkci (znacici funkce),
kterd kazdému vrcholu T pfifazuje néjaky objekt (znacku).

@ znacené usporadané stromy napt. zachycuji strukturu formuli

(pVaq) —r
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