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1. (Dirichlet̊uv princip). Necht’ n ≥ 2 je pevné přirozené č́ıslo. Předpokládejme, že máme n
holub̊u a n− 1 budek. Chceme (rezolućı) ukázat, že neńı možné, aby platilo zároveň, že

(i) každý holub sed́ı v nějaké budce,

(ii) v žádné budce nesed́ı v́ıc než jeden holub.

Necht’ P = {pij | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n − 1} je množina prvovýrok̊u, kde pij reprezentuje, že
“i-tý holub sed́ı v j-té budce”.

(a) Napǐste výroky φi a ψj nad P vyjadřuj́ıćı, že “i-tý holub sed́ı v nějaké budce”, resp. “v
j-té budce nesed́ı v́ıc než jeden holub”, kde 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n− 1. Pomoćı výrok̊u φi

a ψj sestrojte teorii Tn vyjadřuj́ıćı (i) a (ii). (2b)

(b) Necht’ nyńı n = 3 a T ′ = T3 ∪ {p11}, tj. předpokládáme nav́ıc, že “1. holub sed́ı v 1.
budce”. Převed’te T ′ do množinové reprezentace. (2b)

(c) Ukažte, že T ′ ⊢R □. Rezolučńı zamı́tnut́ı znázorněte rezolučńım stromem. (4b)

(d) Necht’ T ∗ = T ′ \ {ψ2} je teorie nad P. Je teorie T ′ konzervativńı extenźı teorie T ∗?
Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)

2. Necht’ T = {(∀x)(∃y)(∀z)(¬P (x) ∨ Q(y, z)), (∃y)(∀x)¬Q(x, y), (∃x)P (x)} je teorie jazyka
L = ⟨P,Q⟩ bez rovnosti, kde P,Q je unárńı resp. binárńı relačńı symbol.

(a) Skolemizaćı nalezněte k T ekvisplnitelnou teorii T ′ (nad vhodně rozš́ı̌reným jazykem)
axiomatizovanou pouze univerzálńımi sentencemi. (2b)

(b) Tablo metodou dokažte, že T ′ je nesplnitelná. (3b)

(c) Necht’ T ′′ je teorie tvořená právě otevřenými jádry axiomů teorie T ′. Nalezněte kon-
junkci základńıch instanćı axiomů T ′′, která je nesplnitelná. (2b)

(d) Je teorie T kompletńı? Jaké jsou jej́ı (navzájem neekvivalentńı) kompletńı jednoduché
extenze? Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)

3. Necht’ T = {φ} je teorie jazyka L = ⟨U⟩ s rovnost́ı, kde U je unárńı relačńı symbol a axiom
φ vyjadřuje “U(x) plat́ı pro právě 10 prvk̊u.”

(a) Je teorie T ω-kategorická? Uved’te zd̊uvodněńı. (1b)

(b) Nalezněte dvě neekvivalentńı kompletńı jednoduché extenze teorie T nebo zd̊uvodněte,
proč neexistuj́ı. (2b)

(c) Je teorie T otevřeně axiomatizovatelná? Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)
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