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1. Žili, byli dva bratři, Alex a Bob. Jeden z nich vždy lže, druhý vždy mluv́ı pravdu. Chceme
rezolućı ve VL ukázat, že když se Alexe zeptáme “Jak by na otázku ‘Kdo z vás je lhář?’
odpověděl tv̊uj bratr?”, dokážeme z Alexovy odpovědi určit, kdo z nich je lhář. (Lhářem
mysĺıme toho, kdo vždy lže. Předpokládáme, že daľśıho bratra nemaj́ı.)

(a) Necht’ prvovýroky a resp. b vyjadřuj́ı, že “Alex / Bob vždy mluv́ı pravdu” a označme
P = {a, b}. Napǐste výroky φ1, φ2, φ3 nad P ve tvaru ekvivalence vyjadřuj́ıćı (po řadě)
následuj́ıćı znalosti. (2b)

(i) Jeden z nich vždy ľze, druhý vždy mluv́ı pravdu. (Ale nev́ıme, který je který.)

(ii) Alex ř́ıká, že by Bob odpověděl, že lhářem je Alex.

(iii) Alex ř́ıká, že by Bob odpověděl, že lhářem je Bob.

(b) Necht’ T1 = {φ1, φ2} a T2 = {φ1, φ3}, t.j. uvažujeme možné Alexovy odpovědi zvlášt’.
Převed’te φ1, φ2, φ3 do CNF a napǐste teorie T1, T2 v množinové reprezentaci. (2b)

(c) Pomoćı rezoluce z T1 a zvlášt’ z T2 ukažte (pro obě možné Alexovy odpovědi), kdo z
bratr̊u je lhář. (3b)

(d) Jsou teorie T1, T2 a teorie T3 = {φ1, φ2, φ3} nad P kompletńı? Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)

2. Necht’ T = {(∃x)P (x, x), (∀x)(∃y)R(x, y), (∀u)(∀v)(∃x)(∀y)(R(x, y) → ¬P (u, v))} je teorie
jazyka L = ⟨P,R⟩ bez rovnosti, kde P,R jsou binárńı relačńı symboly.

(a) Skolemizaćı nalezněte k T ekvisplnitelnou teorii T ′ (nad vhodně rozš́ı̌reným jazykem)
axiomatizovanou pouze univerzálńımi sentencemi. (2b)

(b) Tablo metodou dokažte, že T ′ je nesplnitelná. (4b)

(c) Necht’ T ′′ je teorie tvořená právě otevřenými jádry axiomů teorie T ′. Nalezněte kon-
junkci základńıch instanćı axiomů T ′′, která je nesplnitelná. Nápověda: využijte tablo z
(b). (2b)

(d) Je sentence (∀x)P (x, x) pravdivá / lživá / nezávislá v T? Zd̊uvodněte všechny tři od-
povědi. (2b)

3. Bud’ T = {(∀x)(∃y)f(y) = x, (∀x)(∀y)(f(x) = f(y) → x = y)} teorie v jazyce L = ⟨f⟩
s rovnost́ı, kde f je unárńı funkčńı symbol.

(a) Nalezněte extenzi T ′ teorie T o definici nového unárńıho funkčńıho symbolu g takovou,
že T ′ |= f(g(x)) = x. (2b)

(b) Napǐste formuli φ(x, y) jazyka L takovou, že T ′ |= φ(x, y) ↔ g(g(x)) = y. (1b)

(c) Je teorie T otevřeně axiomatizovatelná? Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)
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