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1. Necht’ T = {(r → p)→ ¬q, ¬q → p,¬(r ∧ q), r → ¬s} je teorie v jazyce P = {p, q, r, s}.

(a) Axiomatizujte MP(T ) výrokem v CNF a zapǐste jej v množinové reprezentaci. (2b)

(b) Dokažte rezolučńı metodou, že T |= q → ¬s (2b)

(c) Určete množinu MP(T ) (1b)

(d) Je teorie T konzervativńı extenźı nějaké teorie nad {p, q, r}? Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)

(e) Zjistěte, kolik je navzájem neekvivalentńıch bezesporných extenźı teorie T nad {p, q, r, s, t}.
Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)

2. Uvažte následuj́ıćı tvrzeńı:

(i) Nula je malé č́ıslo.

(ii) Č́ıslo je malé, právě když je bĺızko nuly.

(iii) Součet dvou malých č́ısel je malé č́ıslo.

(iv) Je-li x bĺızko y, potom f(x) je bĺızko f(y).

Chceme dokázat, že plat́ı:

(v) Jsou-li x a y malá č́ısla, potom f(x+ y) je bĺızko f(0).

Konkrétně:

(a) Formalizujte tvrzeńı (i)–(v) po řadě jako sentence ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4, ϕ5 v predikátové logice
v jazyce L = 〈M,B, f,+, 0〉 s rovnost́ı, kde M je unárńı relačńı symbol (M(x) znač́ı,
že “x je malé”), B je binárńı relačńı symbol (B(x, y) znač́ı, že “x je bĺızko y”), f je
unárńı funkčńı symbol, + je binárńı funkčńı symbol (označuj́ıćı součet) a 0 je konstantńı
symbol. (2b)

(b) Sestrojte dokončené tablo z teorie T = {ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4} s položkou Fϕ5 v kořeni.
(Nápověda: Axiomy rovnosti nejsou v tablu nezbytné.) (4b)

(c) Rozhodněte, zda plat́ı T |= ϕ5 a zda plat́ı T |= M(f(0)). Zd̊uvodněte. (2b)

(d) Pokud existuj́ı, uved’te alespoň dvě kompletńı jednoduché extenze teorie T . Zd̊uvodněte.
(2b)

3. Bud’ T = {x ≤ x, x ≤ y∧y ≤ z → x ≤ z, x ≤ y∧y ≤ x→ x = y, (∃y)(∀x)x ≤ y, ϕ} teorie
v jazyce L = 〈≤〉 s rovnost́ı, kde ≤ je binárńı relačńı symbol a ϕ je sentence vyjadřuj́ıćı
“Existuje právě 5 prvk̊u.”.

(a) Označme jako ψ formuli x ≤ z ∧ y ≤ z ∧ (∀w)(x ≤ w ∧ y ≤ w → z ≤ w). Je teorie
T ′ = T ∪ {f(x, y) = z ↔ ψ} extenźı teorie T o definici funkčńıho symbolu f?
Zd̊uvodněte. (3b)

(b) Má teorie T méně/stejně/v́ıce navzájem neizomorfńıch model̊u než teorie T ′? Zd̊uvodněte.
(2b)


