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Nova koncepce prednasky

Fel)
|

@ vice logického “programovani”, méné teorie modell

+ rezoluce v predikatové logice, unifikace, “pozadi” Prologu
- eliminace kvantifikatord, Lindenbaumovy algebry, ...

@ tablo metoda namisto Hilbertovského kalkulu

+ algoritmicky intuitivnéjsi, mnohdy elegantnéjsi diikazy

- nedostupnost literatury (zejména v &j), omezeni na spocetné jazyky
@ nejprve samostatné vyrokova logika

+ idedlni “hfisté” pro pochopeni zékladnich konceptl

- zpocatku volnéjsi tempo vykladu
@ nerozhodnutelnost a netplnost méné formalné

+ dudraz na principy
- nebezpedi nepresnosti
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Plan prednasky 1/2

e Uvod
1. Predbéznosti, trocha historie, “paradoxy”, logika jako jazyk matematiky,
rozdil a vztah syntaxe a sémantiky.
@ Vyrokova logika
2. Zakladni syntax a sémantika, normalni tvary, slozitost 2-SAT a Horn-SAT,
analyza teorii s kone€né prvovyroky, univerzalnost logickych spojek.

3. Tablo metoda pro VL, korektnost, Uplnost, kompaktnost.
4. Axiomaticky pfistup. Rezoluce, reprezentace programd v Prologu, linearni
rezoluce pro Hornovy formule.
@ Predikatova logika

5. Zakladni syntax a sémantika, instance a varianty. Struktury a podstruktury,
oteviené teorie. Booleovy algebry.

6. Tablo metoda pro PL, korektnost, Uplnost, kompaktnost. Rovnost v PL.
7. Véta o konstantach, prenexni tvar, skolemizace, Herbrandova véta.
8. Unifikace, rezoluce v PL, lifting lemma, Uplnost rezoluce.

Petr Gregor (KTIML MFF UK) Vyrokova a predikatova logika - | ZS 2013/2014 3/24



Plan prednasky 2/2

@ Teorie, modely, definovatelnost

9. Isomorfismus struktur, kategoriCnost, kompletnost, extenze. Kone¢na a
oteviena axiomatizovatelnost.

10. Elementarni vnoteni, prvomodely. Léwenheim-Skolemovy véty.
Definovatelné mnoziny.

11. Zakladni matematické teorie a jejich vlastnosti. Aritmetické teorie.

@ Nerozhodnutelnost, neuplnost

12. Rozhodnutelné teorie, nerozhodnutelnost PL. Aritmetizace formuli, princip
self-reference, véta o pevném bodé, nedefinovatelnost pravdy v aritmetice.

13. Aritmetizace dikazU, predikat dokazatelnosti, reprezentovatelnost. Gddelovy
véty o nelplnosti, disledky.

@ Dodatek
14. TBA. (teorie mnozin / temporalni / modalni logika.)
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Doporucena literatura

@ Knihy

\4

A. Nerode, R.A. Shore, Logic for Applications, Springer, 2"¢ edition, 1997.
» V. Svejdar, Logika, nedplinost, sloZitost a nutnost, Academia, Praha, 2002.
W. Hodges, Shorter Model Theory, Cambridge University Press, 1997.

P. Pudlak, Logical Foundations of Mathematics and Computational
Complexity - A Gentle Introduction, Springer, 2013.

v

v

@ Elektronické zdroje

» J. MIGek, Vyrokova a predikatova logika, skripta k prednasce, 2012. [www]
» P. Stépanek, Meze formaini metody, skripta k prednasce, 2000. [pdf]
» slidy k pfednasce
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Trocha historie

@ Aristotelés (384-322 pi.n.l.) - sylogismy, napf.
z Zadny Q neni R’ a ‘kazdy P je Q" odvod ‘Zadny P neni R’

Eukleidés: Zaklady (asi 330 pt.n.l.) - axiomaticky pfistup ke geometrii
“Pro kaZdou pfimku p a bod x, ktery neleZi na p, existuje
pfimka skrze x neprotinajici p.” (5. postulat)

Déscartes: Rozprava o metodé (1637) - algebraizace geometrie

Leibnitz - sen o “lingua characteristica” a “calculus ratiocinator” (1679-90)

De Morgan - zavedeni logickych spojek (1847)
~(pvVaq) < -pA-q
=~(PAq) < —pV—q
@ Boole - vyrok jako binarni funkce, algebraizace logiky (1847)

@ Schroder - sémantika predikatové logiky, koncept modelu (1890-1905)
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Trocha historie - teorie mnozin

@ Cantor - intuitivni teorie mnozin (1878), napt. princip zahrnuti

”

“Pro kaZdou vlastnost ¢(x) existuje mnoZina {x | ¢(x)}.

@ Frege - logika s kvantifikatory a predikaty, pojem dikazu jako odvozeni,
axiomaticka teorie mnozin (1879, 1884)
@ Russel - Fregeho teorie mnozin je sporna (1903)
Proa={x|-(xex)} jeaca?
@ Russel, Whitehead - teorie typt (1910-13)
@ Zermelo (1908), Fraenkel (1922) - standardni teorie mnozin ZFC, napf.

“Pro kaZdou vlastnost ¢(x) a mnoZinu y existuje mnoZina {x € y | o(x)}.”

@ Bernays (1937), Godel (1940) - teorie mnozin zaloZzena na tridach, napf.

”

“Pro kaZdou mnoZinovou viastnost ¢(x) existuje tfida {x | o(x)}.
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Trocha historie - algoritmizace

@ Hilbert - kompletni axiomatizace Euklidovské geometrie (1899),
formalismus - striktni odpro$téni se od vyznamu, mechani¢nost

. musi byt moZné misto o bodu, pfimce a roviné miuvit
o stolu, Zidli a pallitru.” (Grundlagen der Geometrie)

Brouwer - intuicionismus, ddraz na konstruktivni dikazy
“Matematické tvrzeni je myslenkova konstrukce ovéfitelna intuici.”

Post - Uplnost vyrokové logiky (1921)

Godel - Uplnost predikatové logiky (1930), véty o nelplnosti (1931)

Kleene, Post, Church, Turing - formalizace pojmu algoritmus,
existence algoritmicky nerozhodnutelnych problém( (1936)

@ Robinson - rezoluéni metoda (1965)

@ Kowalski; Colmerauer, Roussel - Prolog (1972)
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Jazyk matematiky

Logika formalizuje pojem diikazu a pravdivosti matematickych tvrzeni.
Lze ji postupné rozclenit dle prostiedki jazyka.
@ logické spojky

vyrokova logika
Umoznuji vytvaret sloZzena tvrzeni ze zakladnich.

@ proménné pro individua, funkeni a relaéni symboly, kvantifikatory 7. fadu
Tvrzeni o individuich, jejich vlastnostech a vztazich. Teorii mnozin, ktera
je “svétem” (témér) celé matematiky, Ize popsat jazykem 1. fadu.

V jazyce vy$Sich fadi mame navic
@ proménné pro mnoziny individui (i relace a funkce)

@ proménné pro mnoziny mnozin individui, atd.
® ---

logika 2. fadu
logika 3. fadu
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Rle gl
Priklady tvrzeni v jazycich riznych radu

@ “Nebude-li prset, nezmoknem. A kdyZ bude prset, zmokneme, na

sluni¢ku zase uschneme.” vyrok
(=p—=-2)A(p— (z2/w)
@ “Existuje nejmensi prvek.” 1. fadu
JIxVy (x<y)
@ Axiom indukce. 2. fadu
VX ((X(0) AVX(X(x) = X(x+1))) — Vx X(x))
@ ‘Libovolné sjednoceni otevienych mnoZin je oteviena mnoZina.” 3. fadu
VAVY (VX (X(X) — O(X)) AVx(Y(x) < AX(X(X) A X(x)))) = O(Y))
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Syntax a sémantika

Budeme studovat vztahy mezi syntaxi a sémantikou:

@ syntax: symboly, pravidla vytvareni termd a formuli, odvozovaci

pravidla, dokazovaci systém, diikaz, dokazatelnost,

@ sémantika: pfitazeni vyznamu, struktury, modely, splnitelnost, pravdivost.
V logice zavedeme pojem dikazu jako presny syntakticky koncept.
Formalni dokazovaci systém je

@ Kkorekini, pokud kazdé dokazatelné tvrzeni je pravdivé,

@ Upliny, pokud kazdé pravdivé tvrzeni je dokazatelné.

Uvidime, Ze predikatova logika (1. fadu) ma dokazovaci systémy, které jsou
korektni a zaroven Uplné. Pro logiky vySSich fadl to neplati.
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Paradoxy

“Paradoxy” jsou inspiraci k pfesnému zadefinovani zakladu logiky.

@ paradox krétana
Krétan rekl: “VSichni krétané jsou lhari.”
@ paradox holice
V mésté Zije holic, jenz holi vSechny, ktefi se neholi sami.
Holi sam sebe?
@ paradox lhare
Tato véta je IZiva.
@ Berryho paradox
Vyraz “nejmensi pfirozené Cislo, které nelze definovat méné nez
jedenacti slovy.” ho definuje pomoci deseti slov.

Petr Gregor (KTIML MFF UK) Vyrokové a predikatova logika - |



Mnozinové pojmy
Veskeré pojmy zavadime v rdmci teorie mnozin pouze pomoci predikatu
nalezeni a rovnosti (a prostfedki logiky).
@ Mnozinova vlastnost ¢(x) definuje tfidu {x | ¢(x)}. Tfida, ktera neni
mnozinou, se nazyva viastni, napf. {x | x = x}.
@ x ¢y, x # yjsou zkratkou za —(x € y), ~(x = y).

@ {xo,...,Xp—1} 0znaCuje mnozinu obsahujici pravé xo, ..., Xxn_1, {x} se
nazyva singleton, {x,y} neusporadana dvojice.

@ 0, U, N, \, A znaci prazdnou mnoZinu, sjednoceni, pranik, rozdil,
symetricky rozdil mnozin, napfr.

xAy=x\y)Uy\x)={z|(zexAhz¢y)V(z¢ xNzey)}
X,y jsou disjunkitni pokud x Ny = . x C y znadi, Ze x je podmnoZinou y.
Potencni mnozina (potence) x je P(x) = {y |y C x}.
Sjednoceni (suma) xjeJx={z|Jy(ze y Ay e x)}.

Pokryti mnoziny x je mnoZina y C P(x) \ {0} s Uy = x. Jsou-li navic
kazdé dvé (rdzné) mnoziny v y disjunktni, je y rozklad x.
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Relace

usporadana dvojice je (x,y) = {x,{x,y}}, tedy (x, x) = {x, {x}},
usporadana n-tice je (xo, ..., Xn—1) = ((X0,...,Xn—2), Xn—1) Pro n > 2,
kartézsky souCinje a x b= {(x,y) | x € a,y € b},
kartézska mocnina je x° = {0}, x' = x, x" = x*! x x pro n > 1,
disjunktni sjednocenije x Wy = ({0} x x) U ({{0}} x ),
relace je jakakoliv mnozina R usporadanych dvojic,

namisto (x,y) € R piSeme obvykle R(x,y) nebo xRy,
definicni obor (doména) R je dom(R) = {x | 3y (x,y) € R},
obor hodnot R je tng(R) = {y | 3x (x,y) € R},
extenze prvku x v R je R[x] = {y | (x,y) € R},
inverzni relacek Rje R™' = {(y,x) | (x,y) € R},
restrikce Rnamnozinuzje R [ z={(x,y) € R| x € z},
sloZenirelaci Ra Sjerelace Ro S ={(x,z) | 3y ((x,y) € RA(y,2) € S)},
identita na mnoziné z je relace Id, = {(x,x) | x € z}.
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Ekvivalence

@ Relace R je ekvivalence na X, pokud pro v8echna x, y, z € X plati

R(x,x) (reflexivita)
R(x,y) — R(y,x) (symetrie)
R(x,¥) NR(y,z) — R(x, z) (tranzitivita)

@ R[x] se nazyva tfida ekvivalence (faktor) prvku x dle R, znagime i [x].
@ X/R = {R[x] | x € X} je faktorizace mnoziny X dle R.
@ Plati, ze X/R je rozklad X, nebot tfidy jsou disjunktni a pokryvaji X.
@ Naopak, je-li S rozklad X, ur€uje ekvivalenci (na X)
{(x,y) | x € z,y € z pro néjaké z € S}.
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AT
Usporadani
Necht < je relace na mnoziné X. Rekneme, ze < je
@ castecné usporadani (mnoziny X), pokud pro vSechna x,y,z € X

x<x (reflexivita)
X<y AN y<x — x=Yy (antisymetrie)
x<y N y<z — x<z (tranzitivita)

@ linearni (totalni) usporadani, pokud navic pro vSéechna x,y € X
x<y Vv y<x (dichotomie)

@ dobré usporadani, pokud navic kazda neprazdna podmnozina X
obsahuje nejmensi prvek.
Oznatme ‘x < ¥y’ za ‘x < y A x # y'. Linearni uspofadani < na X je
@ husté usporadani, pokud X neni singleton a pro vSechna x,y € X
X<y — Fz(x<zNhNz<Y) (hustota)
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Funkce

Relace f je funkce, pokud pro kazdé x € dom(f) existuje jediné y s (x,y) € f.
@ Pak fikame, Ze y je hodnotou funkce f v x, piSeme f(x) =y,
@ f: X — Y znati, ze f je funkce s dom(f) = X arng(f) C Y,
@ funkce f je na (surjektivni) Y, pokud rng(f) = Y,
@ funkce f je prosta (injektivni), pokud pro vdechna x, y € dom(f)

x#y — fx)#fY)
@ f: X— YijebiekceXaV,jeliprostaanaV,
@ je-li f: X — Y prosta, pak f~! = {(y,x) | (x,y) € f} je inverzni funkce,
@ obraz mnoziny A pres f je f[A] = {y | (x,y) € f pro néjaké x € A},
@je-lif: X—>Yag: Y — Z pakprojejich slozeniplati (fog): X = Z a
(fog)(x) =g(f(x)

@ XY zna&i mnozinu véech funkci z X do Y.
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Zadacni pojmy
Cisla
Uvedeme pfiklady explicitnich konstrukci.
@ Prirozena Cisla definujeme induktivné vztahem n = {0,...,n — 1}, tedy
0=0, 1={0} = {0}, 2={0,1} = {0, {0}}, ...

@ mnozina prirozenych Cisel N je definovana jako nejmensi mnozina
obsahuijici ) uzaviena na S(x) := x U {x} (naslednik).
@ mnozina celych &isel je Z = (N x N)/ ~, kde ~ je ekvivalence definovana
(a,b) ~ (c,d) pravékdyz a+c=b+d
@ mnozina raciondlnich Cisel je Q = (Z x (Z\ {0}))/ =, kde ~ je dana
(a,b) = (c,d) pravé kdyz a.d = b.c
@ mnozina redlnych Cisel R je mnozina fezu raciondlnich Cisel, tj.

netrividlnich, dol( uzavfenych podmnozin Q bez nejvétsiho prvku.
(A C Q je dolu uzaviena, pokud y < x € A implikuje y € A.)
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Zaktadn pojmy
Velikosti mnozin

@ x ma stejnou nebo mensi velikost nez y (x je subvalentni y),

pokud existuje prosta funkce f: x — y, (x=<y)
@ x ma stejnou velikost jako y, existuje-li bijekce f: x — y, (x=y)
@ x ma mensi velikost nez y, pokud x < y aneni x ~ y, (x=<y)

Véta (Cantor) x < P(x) pro kaZzdou mnoZinu x.
Dukaz f(y) = {y} proy € x je prosta funkce f: x — P(x), tedy x < P(x).
Pro spor pfedpokladejme, ze existuje prosta g: P(x) — x. Definujme
y={8(2) | zC xng(2) ¢ z}
Dle definice, g(y) € y praveé kdyz g(y) ¢ y, spor. [
@ pro kazdé x existuje kardinalni ¢islo k s x =~ , znacime |x| = &,
@ X je konecnd, pokud |x| = n pro néjaké n € N,
@ x je spocetna, pokud |x| = |N| = wj; neni-li ani konec€na, je nespocetna,
@ x ma mohutnost kontinua, pokud |x| = |[P(N)| = c.
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n-arni relace a funkce

@ Relace arity (Cetnosti) n € N na X je libovolnd mnozina R C X", tedy
pron=0jeR=0=0neboR={0} =1,pron=1je R C X,

o (Caste&na) funkce arity (éetnost) n € Nz X do Y je libovolna funkce
f C X" x Y. Rekneme, Ze f je totélni na X", pokud dom(f) = X",
znaime f: X" — Y. Je-li navic Y = X, je to operace na X.

@ Funkce f: A" — B je konstanini, pokud rng(f) = {y} pro néjaké y € Y,

pron=0jef={(0y)} af ztotoziiujeme s konstantou y.

@ Aritu relace ¢i funkce znac¢ime ar(R) ¢i ar(f) a mluvime o nularnich,
unarnich, binarnich, obecné n-arnich relacich a funkcich (operacich).
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Stromy

_ kofen <— troven 0

* list
vetev .~

L K N ‘<— droven 4
@ Stromje mnozina T s ¢asteCnym usporadanim <r, ve kterém existuje
(jedine€ny) nejmensi prvek, zvany kofen, a mnozina predki libovolného
prvku je dobfe usporadana,
@ vétev stromu T je maximalni linearné uspofadana podmnozina T,
@ adoptujeme standardni terminologii 0 stromech z teorie grafl, pak napf.
vétev v konecném stromu je cesta z kofene do listu.
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Stromy
Kdnigovo lemma

Budeme pracovat (pro jednoduchost) obvykle s kone¢né vétvicimi se stromy,
ve kterych ma kazdy vrchol kromé kofene bezprostredniho predka (otce).

@ n-ta droveristromu T pro n € N je dana indukci, obsahuje syny
vrcholl z (n — 1)-ni drovné, 0-ta Urover obsahuje pravé koren,

@ hloubka stromu T je maximalni Cislo n € N neprazdné Urovné;
pokud ma T nekoneénou vétev, je hloubka nekonecna &i w.

@ strom T je n-arnipro n € N, pokud kazdy vrchol ma nejvyse n syn(.
Je konecne vétvici se, méa-li kazdy vrchol kone¢né mnoho synd.

Lemma (K6nig) KaZdy nekonecny, konecné vétvici se strom T obsahuje

nekonecénou vétev.

Dukaz Hledani nekoneCné vétve zaCneme v kofeni. Jelikoz ma jen konecné
mnoho synu, existuje syn s nekone¢né mnoha potomky. Vybereme ho a
stejné pokraCujeme v jeho podstromé. Takto ziskdme nekone€nou vétev. [
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Usporadané stromy

@ Usporadany strom je strom T, s kterym je dano linearni usporadani
synl kazdého vrcholu, toto usporadani se nazyva pravolevé a znaci <;.
Oproti tomu, usporadani <7 se nazyva stromoveé.

@ znaceny strom je strom T s libovolnou funkci (znacici funkce),
kterd kazdému vrcholu T pfifazuje néjaky objekt (znacku).

@ znacené usporadané stromy napf. zachycuji strukturu formuli

(pVaq)—r
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Na zavér

@ Lze celou matematiku pfevést do logickych formuli?
programovani, Al, strojové dokazovani, Peano: Formulario (1895-1908)

@ Proc to lidé (vétsinou) nedélaji?
@ Priklad Lze Sachovnici bez dvou protilehlych rohu perfektné
pokryt kostkami domina?

Snadno vytvofime vyrokovou formuli, ktera je splnitelna, pravé kdyz
to Ize. Pak ji mUZzeme zkusit ovéfit napf. rezoluci.

Jak to vyfeSime elegantnéji? V Eem néas postup spociva?
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