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Vlastnosti teorii

Zavedeme syntaktické varianty jiz definovanych sémantickych pojmu.

Necht' T je teorie jazyka L. Je-li sentence ¢ dokazatelna z T, fekneme, ze
v je véta (teorém) teorie T. MnozZinu vét teorie T oznaCme

Thm"(T) = {¢ € Fm; | T+ ¢}.
Rekneme, Ze teorie T je
@ sporna, jestlize je v T dokazatelny L (spor), jinak je bezesporna,
@ kompletni, jestlize neni sporna a kazda sentence je v ni dokazatelna &i

vyvratitelna, tj. T ¢ &i T+ —.

e extenzeteorie T’ jazyka L, jestlize I’ C L a Thm®™(T’) € ThmX(T),
o extenzi T teorie T’ fekneme, Ze je jednoducha, pokud L = L/, a
konzervativni, pokud Tth/( T') = Thm"(T) N Fmy,,

@ ekvivalentni s teorii T', jestlize T je extenzi T’ a T’ je extenzi T.
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Dusledky

Z korektnosti a Upinosti tablo metody vyplyva, Ze pfedchozi pojmy se
shoduji se svymi sémantickymi variantami.
Dusledek Pro kaZdou teorii T a sentence o, v jazyka L,

@ THprave kdyZ T [ ¢,

e Thm/(T) = ¢%(T),

@ T je sporna, pravé kdyz neni splinitelna, tj. nema model,

o T je kompletni, pravé kdyZ je sémanticky kompletni, t. ma aZ na
elementarni ekvivalenci jediny model,

@ T,pt v pravé kdyZ T + ¢ — + (Véta o dedukci).

Poznamka Vétu o dedukci Ize dokazat pfimo, transformaci prislusnych tabel.
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Existence spocetného modelu a kompaktnost

Véta KaZda bezesporna teorie T nejvyse spocetného jazyka L bez rovnosti
ma model, ktery je spocetny.

Dikaz Necht T je systematické tablo z T's F_L v kofeni. JelikoZ je dokoncené
a obsahuje bezespornou vétev V, nebot | neni dokazatelny z T, existuje
kanonicky model A z V. JelikoZ se A shoduje s V, jeho redukt na jazyk L

je hledanym spocetnym modelem 7. [

Poznamka Jde o slabou verzi tzv. Léwenheim-Skolemovy vety. V nejvyse
spocetném jazyce s rovnosti je kanonicky model s rovnosti nejvyse spocetny.

Véta Teorie ma model, pravé kdyz kaZda jeji konecna ¢ast ma model.
Dikaz Implikace zleva doprava je ziejma. Pokud teorie T neméa model,

je sporna, tj. je z ni dokazatelny 1 systematickym tablem 7. Jelikoz je ~
konecné, je | dokazatelny z néjaké kone¢né T’ C T, tj. T nema model. [J
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Nestandardni model pfirozenych Cisel

Necht N = (N, S, +, -, 0, <) je standardni model pfirozenych Cisel.

Ozna¢me Th(N) mnozinu v8ech pravdivych sentenci v N. Pro n € N oznacme
nterm S(S(--- (S(0) - --), tzv. n-ty numeral, kde S je aplikovano rn-krat.

Uvazme nasleduijici teorii T, kde c¢ je novy konstantni symbol.
T=Th(N)u{n<c|neN}

Pozorovani KaZda konecna ¢4st teorie T ma model.

Tedy dle véty o kompaktnosti ma T model A, jde o nestandardni model
prirozenych Cisel. KaZzda sentence z Th(N) v ném plati, ale zaroveri obsahuje
prvek ¢t vétsi neZ kazdé n € N (tj. hodnota termu n v A).
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Axiomaticky pristup
@ zakladni logické spojky a kvantifikatory: -, —, (Vx) (ostatni odvozené)
@ dokazuji se libovolné formule (nejen sentence)
@ logické axiomy (schémata logickych axiom()
(i) o= (W )
(i) (p—= @ —=x) = (=)= (p—x)
(iii) (e = =) = (¥ = ¢)

(iv) (Vx)p — o(x/t) je-li t substituovatelny za x do ¢
(v) (Vx)(p = ) = (p = (Vx)¢) neni-li x volna proménna ve ¢
kde ¢, 1, x jsou libovolné formule (daného jazyka), t je libovolny term a

x je libovolna proménna.

~

@ je-li jazyk s rovnosti, mezi logické axiomy patfi navic axiomy rovnosti
@ odvozovaci (deduktivni) pravidla
0, =Y
(g

(modus ponens), —— (generalizace)

(Vx)p
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Pojem dukazu

Dukaz (Hilbertova stylu) formule ¢ z teorie T je konec¢na posloupnost
©o, - - -, pn = w formuli takova, Zze pro kazdé i < n

@ o; je logicky axiom nebo ¢; € T (axiom teorie), nebo

@ ¢; Ize odvodit z pfedchozich formuli pomoci odvozovacich pravidel.

Formule ¢ je dokazatelnav T, ma-liddkaz z T, zna¢ime T g .

Véta Pro kaZdou teorii T a formulip, Tty = T = .
Dukaz
@ Je-li p € T nebo logicky axiom, je T = ¢ (logické axiomy jsou tautologie),
@ jestize TEpaTEp— 1, pak T | 9, tj. modus ponens je korektni,
@ jestlize T |= ¢, pak T = (Vx)yp, tj. pravidlo generalizace je korektni,
@ tedy kazda formule vyskytujici se v dikazu z T plativ T. [

Poznamka Plati i dplnost, tj. T |= ¢ = T bu ¢ pro kaZdou teorii T a formuli ¢.
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RozSifovani teorii
Ukazeme, Ze zavadéni novych pojmi ma ‘pomocny charakter”.
Tvrzeni Necht' T je teorie jazyka L, T’ je teorie jazyka L’ a L C L'.
(i) T’ je extenze T, pravé kdyZ redukt A kaZzdého modelu A’ teorie T’
na jazyk L je modelem teorie T,
(ii) T’ je konzervativni extenze T, je-li T' extenze T a kaZdy model A
teorie T Ize expandovat do jazyka L' na model A’ teorie T'.
Dukaz
(i)a) Je-li T" extenze T a ¢ libovolny axiom T, pak T’ = ¢. Tedy A’ = ¢ a
rovnéz A = ¢, z ¢ehoz plyne, Ze A je modelem T.
(i)b) Je-li Amodelem T a T E ¢, kde ¢ je jazyka L, pak A = ¢ a rovnéz
A’ = . Ztoho plyne, ze T' = ¢ a tedy T’ je extenze T.
(ii) Je-li T' = ¢, kde ¢ je nad L, a A je model T, pak v néjaké jeho expanzi
A" = patedy Al p. ZEhoz T = ¢, tj. T’ je konzervativni. [J
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Extenze o definovany rela¢ni symbol

Necht T je teorie jazyka L, ¥ (x1, ..., X5) je formule jazyka L ve volnych
proménnych x,...,x, a L' je roz§iteni L o novy n-arni relacni symbol R.
Extenze teorie T o definici R formuli ¢ je teorie T’ vznikla pfidanim axiomu

R(x1,..., %) < ¥(X1,...,%n)

Pozorovani KaZdy model teorie T Ize jednoznacné expandovat na model T'.

Dusledek T’ je konzervativni extenze T.

Tvrzeni Pro kaZdou formuli ¢’ nad L’ existuje p nad L, t.Z2. T' = ¢’ > ¢.

Dukaz Kazdou podformuli R(#, ..., t;) nahradime za ¢/ (x1/t, ..., Xu/t),
kde 1’ je vhodna varianta v zaruCujici substituovatelnost vSech terml. [J

Napr. symbol < Ize zavést v jazyce aritmetiky pomoci axiomu
x<y o (3)(x+z=y)
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Extenze o definovany funk¢ni symbol

Necht T je teorie jazyka L a pro formuli ¢(x1, ..., X,, y) jazyka L ve

volnych proménnych xi, ..., x,, y plati
TE @y)v(xa,....xnY) (existence)
TEYX,. .., Xn,Y) A U(X,...,Xn,2) — Yy=2 (jednoznacnost)

Oznacme L' rozSiteni L o novy n-arni funkéni symbol f.
y

Extenze teorie T o definici f formuli 1) je teorie T’ vznikla pfidanim axiomu
fx,....x) =y < ¥(x1,...,%n,¥)

Poznamka Je-li+ tvaru t(x,, ..., x,) =y, kde x1, ..., X, jsou proménné
termu t, podminky existence a jednoznacnosti plati.

Napf. binarni funkéni symbol — Ize zavést pomoci + a unarniho — axiomem
X=y=2z < x+(-y) ==z
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Extenze o definovany funkcni symbol (pokr.)

Pozorovani KaZdy model teorie T Ize jednoznacné expandovat na model T'.

Dusledek T’ je konzervativni extenze T.

Tvrzeni Pro kaZdou formuli ¢’ nad L' existuje p nad L, t.2. T' = ¢’ > ¢.
Dikaz Staci uvazit ¢’ s jedinym vyskytem f. Ma-li ¢’ vice vyskytu f, Ize
postup aplikovat induktivné. Oznaéme ¢* formuli vzniklou z ¢’ nahrazenim
termu f(#,...,t,;) za novou proménnou z. Za ¢ vezmeme formuli
(Fz)(p* A W' ()t ... X0/ e, Y/ 2)),

kde v’ je vhodna varianta 1) zaruCujici substituovatelnost véech termd.
Necht A je model T’, e je ohodnoceni, a = f*(f, ..., t,)[e]. Diky obéma
podminkam plati A = ¢/ (x1/t, ..., X/ tn, y/2)|e] pravé kdyz e(z) = a. Tedy

AEyle & AEyle(z/a) & AR
pro kazdé ohodnoceni e, tj. A= ¢’ <> patedy T' = ¢ < . O
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Extenze o definice

Teorie T’ jazyka L' je extenze teorie T jazyka L o definice, pokud vznikla
z T postupnou extenzi o definici relaéniho ¢&i funkéniho symbolu.
Dusledek Necht T' je extenze teorie T o definice. Pak

@ kaZdy model teorie T Ize jednoznacné expandovat na model T’,

@ T’ je konzervativni extenze T,

@ pro kazdou formuli ¢’ nad L' existuje p nad L takova, Zze T' |= ¢’ <> .
Napf. vteoriiT = {(3y)(x+y=0),(x+y=0)A(x+2z2=0) — y =z} nad
L = (+,0,<) s rovnosti Ize zavést < a unarni funkcni symbol — axiomy

—X=) < x+y=0
X<y < x<yA-(x=Y)
Pak formule —x < y je v této extenzi o definice ekvivalentni formuli
(F2)((z<y A =(z=Yy)) AN x+2=0).
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Ekvisplnitelnost

Ukazeme, Ze problém spinitelnosti Ize redukovat na oteviené teorie.
@ Teorie T, T’ jsou ekvispinitelné, jestlize T ma model < T’ ma model.

@ Formule ¢ je v prenexnim (normalnim) tvaru (PNF), ma-li tvar

(Q1x1) ... (Quxn)¢',
kde Q; znac&i V nebo 3, proménné x, ..., X, jSou navzajem rizné a ¢’
je oteviena formule, zvana oteviené jadro. (Qi1x1) ... (Qnxy) je tzv. prefix.

@ Specialng, jsou-li vSechny kvantifikatory V, je ¢ univerzalni formule.

K teorii T nalezneme ekvisplnitelnou otevienou teorii ndasledujicim postupem.
(1) Axiomy teorie T nahradime za ekvivalentni formule v prenexnim tvaru.

(2) Pomoci novych funk&nich symboll je pfevedeme na ekvisplnitelné
univerzalni formule, tzv. Skolemovy varianty.

(3) Jejich oteviena jadra budou tvofit hledanou teorii.
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Vytykani kvantifikatort

Necht Q znaé&i kvantifikator ¥ nebo 3 a Q znadi opaény kvantifikator.
Pro kazdé formule ¢, ¢ takové, ze x neni volna ve formuli v,

—(Qx)p «+ (Qx)—p
Qx)p AN )

=
= )
= (Qx)p =)
= (V= (Q)y)
Uvedené ekvivalence Ize ovérit sémanticky nebo dokazat tablo metodou
(pfes generalni uzaver, neni-li to sentence).

—
<~
—
<~

Poznamka Predpoklad, Ze x neni volna ve formuli+ je v kaZzdé ekvivalenci
(kromé té prvni) nutny pro néjaky kvantifikator Q. Napf.

% ((Ex)P(x) A P(x)) < (3x)(P(x) A P(x))
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Pfevod na prenexni tvar

Tvrzeni Necht ¢’ je formule vznikla z formule ¢ nahrazenim nékterych
vyskyti podformule ) za formuli+)’. Jestlize T =1 < /', pak T = ¢ > ¢'.
Dikaz Snadno indukci dle struktury formule . [

Tvrzeni Ke kazdé formuli ¢ existuje ekvivalentni formule ¢’ v prenexnim
normalnim tvaru, tj. = ¢ < ¢’

Dikaz Indukci dle struktury ¢ pomoci vytykani kvantifikatorti, nahradou
podformuli za jejich varianty a vyuzitim pfedchoziho tvrzeni o ekvivalenci. [

Napr. ((Vz2)P(x,2) N P(y,2)) — —(3x)P(x,y)

(Vu)P(x, 1) A P(y.2)) — (vx)-P(x,y)

(Vu)(P(x, u) A P(y,2)) — (Vv)=P(v,y)

Cu)(P(x,u) N P(y,2)) — (Vv)=P(v,y))
Cu)(vu)((P(x,u) A P(y,2)) = =P(v,y))

Petr Gregor (KTIML MFF UK) Vyrokova a predikatova logika - IX ZS 2013/2014 15/15



	Korektnost a úplnost
	Dusledky

	Další dokazovací systémy PL
	Hilbertovský kalkul

	Rozširování teorií
	Extenze o definice

	Skolemizace
	Úvod
	Prenexní normální tvar


