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Algoritmicka (ne)rozhodnutelnost

Které problémy jsou algoritmicky resSitelné?
@ Intuitivni pojem “algoritmus”|ze presné formalizovat (napf. pomoci TS).

@ Rozhodovaci problém je popsan vstupem (instance) a otazkou (ano/ne).
Napr. instanci SAT je vyrok o v CNF a otazkou je, zda ¢ je spinitelny.

@ Problém je (algoritmicky) rozhodnutelny, pokud existuje algoritmus, ktery
pro kazdy vstup skonci a vyda spravnou odpovéd (vystup ano/ne).

@ Problém je (algoritmicky) rozpoznatelny, pokud existuje algoritmus, ktery
pozna, ze pro dany vstup odpovéd’ na otazku je ano. V tom pfipadé
skonci a odpovi ano. V opa¢ném pripadé se neskonCi nebo odpovi ne.

@ Ekvivalentné, problém je rozpoznatelny, pokud existuje algoritmus,
ktery pro dany vstup skonci, pravé kdyZz odpovéd na otazku je ano.
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Gred
Rekurzivni a rekurzivné spocetné mnoziny

Problémy Ize reprezentovat jako mnoZiny pfirozenych Cisel.

@ P¥i vhodném kodovani vstupl pfirozenymi Cisly problém reprezentujeme
jako mnozinu kédu jeho kladnych instanci (odpovéd ano). Napf.
SAT = {[¢] | ¢ je splnitelny vyrok v CNF}.
@ Mnozina A C N je rekurzivni, pokud existuje algoritmus, ktery pro
kazdy vstup x € N skonci a zjisti zda x € A (vystup ano/ne).
@ rozhodnutelny problém = rekurzivni mnoZina

@ Mnozina A C N je rekurzivné spocetna (r. s.), pokud existuje algoritmus,
ktery pro vstup x € N skon¢i, pravé kdyz x € A. Ekvivalentné, pokud
existuje algoritmus, ktery na vystup postupné generuje vSechny prvky A.

@ rozpoznatelny problém =~ rekurzivné spocetna mnozina

Pozorovani Pro kaZdé A C N plati, Ze A je rekurzivni < A, A jsou . s.
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Nerozhodnutelnost Rozhodnutelné teorie

Rozhodnutelné teorie
Da se pravdivost sentence v dané teorii algoritmicky rozhodovat?.
Ptedpokladame (vzdy), Ze jazyk L je rekurzivni. Teorie T nad L je
@ rozhodnutelna, je-li Thm(T) rekurzivni, jinak je nerozhodnutelna,
@ rozpoznatelna, je-li Thm(T) rekurzivné spocetna.

Tvrzeni Pro kaZdou teorii T jazyka L,
(i) ma-li T rekurzivné spocetnou axiomatiku, je rozpoznatelna,
(it) ma-Ii T r. s. axiomatiku a je-li kompletni, je rozhodnutelna.

Dikaz Konstrukce systematického tabla z T s Fy v kofeni predpoklada
danou enumeraci axiomd T. Ma-li T r. s. axiomatiku, je mozné ji poskytnout
algoritmicky. Pak konstrukce dava algoritmus pro rozpoznani T + .

Je-li navic T kompletni, pak pro kazdou sentenci g plati Tt/ ¢ < T F —p.
Tedy paralelni konstrukce systematickych tabel z T's Fy resp. Ty v kofeni
poskytuje algoritmus pro rozhodovani, zda T + . [
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Rekurzivné spocetna kompletace
Co kdyZ efektivné popiseme vsechny jednoduché kompletni extenze?

Rekneme, Ze mnozina véech (aZ na ekvivalenci) jednoduchych kompletnich
extenzi teorie T je rekurzivne spocetnad, existuje-li algoritmus «(i, j), ktery
generuje i-ty axiom j-té extenze (pfi néjakém ocCislovani), pfipadné oznami,
Ze neexistuje.

Tvrzeni Ma-li teorie T rekurzivné spoCetnou axiomatiku a mnoZina vsech
(az na ekvivalenci) jejich jednoduchych kompletnich extenzi je rekurzivné
spocetna, je T rozhodnutelna.

Dukaz Diky r. s. axiomatice poskytuje konstrukce systematického tabla z T
s Fo v kofeni algoritmus pro rozpoznani T + ¢. Pokud ale T t/ ¢, pak T' + =
v néjaké jednoduché kompletni extenzi T’ teorie T. To Ize rozpoznat paralelni
postupnou konstrukci systematickych tabel pro Ty z jednotlivych extenzi.

V i-tém stupni se sestroji tabla do i krokd pro prvnich i extenzi. [
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Pfiklady rozhodnutelnych teorii

Nésledujici teorie jsou rozhodnutelné, ackoliv jsou nekompletni.

@ teorie Cisté rovnosti; bez axiomu v jazyce L = () s rovnosti,

@ teorie unarniho predikatu; bez axiomi v jazyce L = (U) s rovnosti,
kde U je unarni relacni symbol,

@ teorie hustych linearnich usporadani DeLO*,

@ teorie algebraicky uzavienych téles v jazyce L = (+, —,+,0,1) s rovnosti,
s axiomy teorie téles a navic axiomy pro kazdé n > 1,

(Vxn_1) ... (V%) ) (Y + Xpo1 - Y 4 Xy + X0 = 0),
kde y* je zkratka zaterm y -y --- -y (- aplikovano (k — 1)-krat).
@ teorie komutativnich grup,

@ teorie Booleovych algeber.
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Rekurzivni axiomatizovatelnost
Rekurzivni axiomatizovatelnost

Daji se matematické struktury “efektivné” popsat?

@ Tfida K C M(L) je rekurzivné axiomatizovatelna, pokud existuje teorie T
jazyka L s rekurzivni axiomatikou a M(T) = K.

@ Teorie T je rekurzivné axiomatizovatelna, pokud M(T) je rekurzivné
axiomatizovatelna.

Poznamka Obdobné [ze zadefinovat r. s. axiomatizovatelnost.

Tvrzeni Pro kaZdou konecnou strukturu A v konecném jazyce s rovnosti
je Th(A) rekurzivné axiomatizovatelna. Tedy, Th(.A) je rozhodnutelna.

Dikaz Necht A= {ay,...,a,}. Teorii Th(A) axiomatizujeme jednou sentenci
(tedy rekurzivné) kompletné popisujici .A. Bude tvaru “existuje pravé n prvku
ay, ..., a spliujicich pravé ty zakladni vztahy o funkénich hodnotach a
relacich, které plati ve strukture A.” [
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Rekurzivni axiomatizovatelnost
Priklady rekurzivni axiomatizovatelnosti

Nasledujici struktury A maji rekurzivné axiomatizovatelnou teorii Th(.A).

<), teorii diskrétnich linearnich usporadani,
<), teorii hustych linearnich usporadani bez konct (DeLO),

@ (N, S,0), teorii naslednika s nulou,

R, +,—,-,0,1), teorii redlné uzavfenych téles,

° (Z,
° (Q
(
@ (N, S, +,0), tzv. Presburgerovou aritmetikou,
° (
° (C,

0, 1), teorii algebraicky uzavfenych téles charakteristiky 0.

Dusledek Pro uvedené struktury je Th(A) rozhodnutelna.

Poznamka Uvidime, Ze aleN = (N, S, +, -, 0, <) rekurzivné axiomatizovat
nelze. (Vyplyva to z prvni Gédelovy véty o neuplnosti).
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Robinsonova aritmetika

Jak efektivné a pfitom co nejupinéji axiomatizovatN = (N, S, +,-,0,<)?
Jazyk aritmetiky je L = (S, +,-,0, <) s rovnosti.

Robinsonova aritmetika Q ma axiomy (kone¢né mnoho)

S(x) #0 x-0=0
Sx)=8(y)—x=y x-S(y)=x-y+x
x+0=x x#0— 3y)(x=S8©))
x+8Sy)=S8S(x+y) x<y<«+ (Fz)(z+x=y)

Poznamka Q je velmi slaba, napf. nedokazuje komutativitu ¢i asociativitu
operaci +, - ani tranzitivitu <. Nicméné postacuje napfiklad k dikazu
existencnich tvrzeni o numeralech, ktera jsou pravdiva v N.
Napr. pro o(x,y) tvaru (3z)(x + z = y) je

QF ¢(1,2), kdel=S(0)a 2= S(S(0)).
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Peanova aritmetika

Peanova aritmetika PA ma axiomy
(a) Robinsonovy aritmetiky Q,

(b) schéma indukce, tj. pro kazdou formuli ¢(x,y) jazyka L axiom
((0,7) A (VX)(0(x, ) = 0(S(x),¥))) = (VX)o(x, ).

Poznamka PA je pomérné dobrou aproximaci Th(N), dokazuje vsechny
zakladni viastnosti platné v N (napf. komutativitu +). Na druhou stranu
existuji sentence pravdivé v N ale nezavislé v PA.

Poznamka V jazyce 2. fadu Ize axiomatizovat N (aZ na izomorfismus),
vezmeme-Ili misto schéma indukce pfimo axiom indukce (2. fadu)

(VX) ((X(0) A (V) (X (x) = X(S(x)))) = (V) X(x)).
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Hilberttv 10. problém

@ Necht p(xi,...,x,) je polynom s celoCiselnymi koeficienty.
Ma Diofanticka rovnice p(xi, ..., x,) = 0 celoCiselné feSeni?

@ Hilbert (1900) “Naleznéete algoritmus, ktery po konecne mnoha krocich
urci, zda dana Diofanticka rovnice s libovolnym poctem proménnych a
celociselnymi koeficienty ma celociselné feseni.”

Poznamka Ekvivalentné Ize poZadovat algoritmus rozhodujici, zda existuje
feseni v prirozenych Cislech.

Véta (DPRM, 1970) Problém existence celoCiselného feseni dané
Diofantické rovnice s celoCiselnymi koeficienty je alg. nerozhodnutelny.

Dusledek Neexistuje algoritmus rozhodujici pro dané polynomy
p(x1,...,%n), q(x1,...,%n) 8 pfirozenymi koeficienty, zda

NE (3x)... 3x)(p(x1, ... x0) = q(x1, ..., Xp))-
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Nerozhodutelnost predikatové logiky

Existuje algoritmus, rozhodujici o dané sentenci, zda je logicky pravdiva?

@ Vime, Ze Robinsonova aritmetika Q méa konec¢né axiomu, ma za model N

a staci k dukazu existencnich tvrzeni o numeralech, ktera plati v N.

@ Presnéji, pro kazdou existencni formuli o(x, .. ., x,) jazyka aritmetiky

QFp(u/a, ..., xn/an) < N ple(xi/a,. .. xn/an)]

pro kazdé ay, ..., a, € N, kde a; znaci a;-ty numerdl.

@ Specidlné, pro ¢ tvaru (Jx;) ... (3x,) (p(xa, ..., xn) = q(x1,. .., Xn)),
kde p, g jsou polynomy s pfirozenymi koeficienty (numeraly), plati

Ny & QFyp & Fo=p & Ev-oop,

kde v je konjunkce (uzavérd) véech axioml Q.

@ Tedy, pokud by existoval algoritmus rozhoduijici logickou pravdivost,
existoval by i algoritmus rozhodujici, zda N = ¢, coz neni mozné.
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Gddelova 1. véta o neuplnosti

Véta (Godel) Pro kazdou bezespornou rekurzivné axiomatizovanou extenzi T
Robinsonovy aritmetiky existuje sentence pravdiva vN a nedokazatelna v T.

Poznamky
@ “Rekurzivné axiomatizovana” znamena, Ze je “efektivné zadana”.
@ “Extenze R. aritmetiky” znamena, Ze je “zakladni aritmetické sily”.
@ Je-linavicN [= T, je teorie T nekompletni.
@ V dukazu sestrojena sentence vyjadfuje “nejsem dokazatelna v T".
@ Dukaz je zaloZen na dvou principech:
(a) aritmetizaci syntaxe,

(b) self-referenci.

Petr Gregor (KTIML MFF UK) Vyrokova a predikatova logika - XIII ZS 2013/2014 13/13



	Nerozhodnutelnost
	Úvod
	Rozhodnutelné teorie
	Rekurzivní axiomatizovatelnost
	Aritmetické teore
	Nerozhodnutelnost PL

	Neúplnost
	Úvod


