Cviceni z vyrokové a predikatové logiky - 10
10. prosince 2013
1. Necht T* je teorie s axiomy rovnosti. Tablo metodou dokazte, ze

(a) T"Erx=y - y==x (symetrie =)
b)T*"E=y Ny=2) - z==z (tranzitivita =)

Ndpovéda: pro (a) v axiomu rovnosti (ii4) vezméte 1 = x, o = 2, y1 =y a Y2 = x,
pro (b) vezméte x1 =, T2 =Y, Y1 = T a Y2 = 2.

2. Dokazte vétu o konstantach syntakticky pomoci transformaci tabel.

Véta 1. Necht ¢ je formule jazyka L ve volngch proménnijch 1, ...,x, a T je teorie jazyka

[~

L. Oznacéme L' rozsiveni L o nové konstantni symboly cy,...,c, a T’ teorii T nad L'. Pak

Tr (Vo) ...(Va,)e  prdvé kdyz T' = p(x1/c1,. .., Tn/cn).

3. Dokazte vétu o dedukci pomoci transformaci tabel.

Véta 2. Pro kaZdou teorii T (v uzavieném tvaru) a sentence @, 1,

THe—vY pravé kdyz T,pF .

4. Necht L je jazyk s rovnosti obsahujici bindrni relaéni symbol < a T je teorie, jez ma nekoneény
model a plati v ni axiomy pro linedrni usporadani. Pomoci véty o kompaktnosti dokazte, ze
T ma model A s nekonecéngm klesajicim retézcem, tj. v A existuji prvky ¢; proi € N s

e < Cpg1 < Cp < -0 <0
(Tento priklad ukazuje, Ze pojem dobrého uspofadani neni definovatelny v jazyce 1. Fddu.)
5. Ovéite platnost pravidel pro vytykani kvantifikatoru.

6. Pfeved'te nésledujici formule do prenexniho tvaru.
(a) (Vy)((CBx)P(z,y) = Qy, 2)) A Fy) (Vo) R(z,y) vV Q(z,y))
(b) (Bz)R(z,y) < (Vy)P(z,y)
(¢) ~((Vo)(Fy)P(z,y) = (Bx)(Fy) R(z,y)) A (Vo) ~(Fy)Q(z, y)
7. K pfedchozim formulim naleznéte Skolemovy varianty.

8. Ukazte, ze Skolemova varianta nemusi byt ekvivalentni pivodni formuli, nap¥. ovéite
(a) = (Va)P(z, f(z)) = (Vo)(3y) P(z,y)
(b) ¥ (¥2)(E9)P(2.y) — (V) Pla, (z)
9. Necht T" je rozsifeni teorie T'= {(Fy)(x +y =0),(x +y =0) A(z +2 =0) = y = 2} jazyka
L = (+,0,<) s rovnosti o definice < a undrniho — pomoci axiomu
—x=y < z+y=0
r<y & <y A ~(x=y)

Naleznéte formule puvodniho jazyka L ekvivalentni v 7" nasledujicim formulim.

(a) 2+ (-2)=0
(b) x4+ (—y) <=z



(¢) —(z+vy) < —x

10. Teorie téles T jazyka L = (+, —,-,0,1) ma mezi axiomy jediny axiom ¢, ktery neni otevieny:

x#0 = (Fy)(z-y=1).
Vime, 2 TE0-y=0aTk= (x#0 A z-y=1A2zx-2=1) - y=-=z.
(a) Naleznéte Skolemovu variantu pg formule ¢ s novym funkénim symbolem f.

(b) Necht T" je teorie vznikla z T nahrazenim ¢ za pg. Je T |= 7

(¢) Lze kazdy model teorie T jednoznacné expandovat na model teorie T'?
11. Necht T je ptedchozi teorie. Oznaéme ¢ formuli z-y =1V (x =0 Ay = 0).

(a

(b

(c
(d

Plati v T' podminky existence a jednoznac¢nosti pro formuli ¢(z,y) a proménnou y?
Sestrojte extenzi T* teorie T' o definovany symbol f formuli .

Je T* ekvivalentni teorii T’ z prechoziho prikladu?

vvvv

K nésledujici formuli naleznéte v T* ekvivalentni formuli puvodniho jazyka L.
f-y)=f(z)- fy)
12. Sestrojte Herbrandovo univerzum a ptiklad Herbrandovy struktury pro nésledujici jazyky.
(a) L =(P,Q,f,a,b), kde P,Q jsou unarni resp. bindrni rela¢ni, f je undrni funkéni, a,b
jsou konstantni symboly.
(b) L= (P, f,g,a), kde P je bindrni rela¢ni, f, g jsou undrni funkéni, a je konstantni.
13. Sestrojte Herbrandiv model pro nésledujici teorie anebo naleznéte nejsplnitelnou konjunkei

zakladnich instanci jejich axiomu. Predpokladejte, ze jazyk obsahuje konstantni symboly a,

b.

(a) T={=P(x) Vv Q(f(2),y),~Q(x,b), P(a)}

(b) T ={=P(z) v Q(f(2),y), Q(x,b), P(a)}

(¢) T ={P(x, f(x)), ~P(z,9(x))}

(d) T={P(z, f(x)), ~P(z,9(x)), P(g(z), f(y)) = P(z,y)}

14. Necht oteviend teorie P je v mnozinové reprezentaci, tj. je to mnozina klauzuli. Rekneme,
ze P je program, obsahuje-li kazd4 jeji klauzule pravé jeden pozitivnf literdl (tj. atomickou
formuli) a libovolné (kone¢né) mnoho negativnich literdlu.

(a) Dokazte, ze kazdy program ma Herbrandiv model.

(b) Dokazte, ze kazdy program ma minimdiné Herbranduv model, tj. Herbranduv model A
takovy, ze pro kazdy Herbrandiiv model B je R4 C RP pro kazdy relaéni symbol R.
(Ndvod: ukazte, Ze “prunik” viech Herbrandoviyjch modeli je Herbrandiv model.)

(c) Necht A je minimdlni Herbrandiv model programu P. Dokaite, Ze pro kazdou atomic-
kou formuli ¢,

AEe & PgEo.

(d) Necht P je program a v(zi,...,T,) je konjunkce atomickych formuli. Dokazte, Ze
je-li P = (3z1)...(3z,)9, pak existuji konstantni termy t¢i,...,%¢, takové, ze P |=
w(xl/tl, . ,xn/tn)

Pozndmka: Tento priklad ukazuje na moznost zesilit Herbrandovu vétu pro teorie tvaru P U
{1}, kde P je program a ¢ je konjunkce atomickych formuli. Je-li v dotaz nad programem
P (v Prologu), pak termy t1, ..., t, (pokud existuji) jsou “dosvédcujici” vystupni substituct,
712 interpret Prologu vyhleddvd.



