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17. prosince 2013

1. Ukažte, že Skolemova varianta nemuśı být ekvivalentńı p̊uvodńı formuli, např. ověřte

(a) |= (∀x)P (x, f(x))→ (∀x)(∃y)P (x, y)

(b) 6|= (∀x)(∃y)P (x, y)→ (∀x)P (x, f(x))

2. Necht’ T ′ je rozš́ı̌reńı teorie T = {(∃y)(x+ y = 0), (x+ y = 0)∧ (x+ z = 0)→ y = z} jazyka
L = 〈+, 0,≤〉 s rovnost́ı o definice < a unárńıho − pomoćı axiomů

−x = y ↔ x+ y = 0

x < y ↔ x ≤ y ∧ ¬(x = y)

Nalezněte formule p̊uvodńıho jazyka L ekvivalentńı v T ′ následuj́ıćım formuĺım.

(a) x+ (−x) = 0

(b) x+ (−y) < x

(c) −(x+ y) < −x

3. Teorie těles T jazyka L = 〈+,−, ·, 0, 1〉 má mezi axiomy jediný axiom ϕ, který neńı otevřený:

x 6= 0 → (∃y)(x · y = 1).

Vı́me, že T |= 0 · y = 0 a T |= (x 6= 0 ∧ x · y = 1 ∧ x · z = 1) → y = z.

(a) Nalezněte Skolemovu variantu ϕS formule ϕ s novým funkčńım symbolem f .

(b) Necht’ T ′ je teorie vzniklá z T nahrazeńım ϕ za ϕS . Je T ′ |= ϕ?

(c) Lze každý model teorie T jednoznačně expandovat na model teorie T ′?

4. Necht’ T je předchoźı teorie. Označme ψ formuli x · y = 1 ∨ (x = 0 ∧ y = 0).

(a) Plat́ı v T podmı́nky existence a jednoznačnosti pro formuli ψ(x, y) a proměnnou y?

(b) Sestrojte extenzi T ∗ teorie T o definovaný symbol f formuĺı ψ.

(c) Je T ∗ ekvivalentńı teorii T ′ z přechoźıho př́ıkladu?

(d) K následuj́ıćı formuli nalezněte v T ∗ ekvivalentńı formuli p̊uvodńıho jazyka L.

f(x · y) = f(x) · f(y)

5. Sestrojte Herbrandovo univerzum a př́ıklad Herbrandovy struktury pro následuj́ıćı jazyky.

(a) L = 〈P,Q, f, a, b〉, kde P,Q jsou unárńı resp. binárńı relačńı, f je unárńı funkčńı, a, b
jsou konstantńı symboly.

(b) L = 〈P, f, g, a〉, kde P je binárńı relačńı, f, g jsou unárńı funkčńı, a je konstantńı.

6. Sestrojte Herbrand̊uv model pro následuj́ıćı teorie anebo nalezněte nejsplnitelnou konjunkci
základńıch instanćı jej́ıch axiomů. Předpokládejte, že jazyk obsahuje konstantńı symboly a,
b.

(a) T = {¬P (x) ∨Q(f(x), y),¬Q(x, b), P (a)}
(b) T = {¬P (x) ∨Q(f(x), y), Q(x, b), P (a)}
(c) T = {P (x, f(x)),¬P (x, g(x))}
(d) T = {P (x, f(x)),¬P (x, g(x)), P (g(x), f(y))→ P (x, y)}
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7. Převed’te následuj́ıćı formule na ekvisplnitelné formule v množinové reprezentaci.

(a) (∀y)(∃x)P (x, y)

(b) ¬(∀y)(∃x)P (x, y)

(c) ¬(∃x)((P (x)→ P (a)) ∧ (P (x)→ P (b)))

(d) (∃x)(∀y)(∃z)(P (x, z) ∧ P (z, y)→ R(x, y))

8. Pomoćı unifikačńıho algoritmu nalezněte nejobecněǰśı unifikace následuj́ıćıch množin výraz̊u
nebo ukažte, nejsou unifikovatelné.

(a) {P (x, g(y), f(a)), P (f(y), g(f(z)), z)}
(b) {P (x, f(x), g(y)), P (a, f(g(a)), g(a)), P (y, f(y), g(a))}
(c) {P (x, f(x, y)), P (y, f(y, a)), P (b, f(b, a))}
(d) {P (f(a), y, z), P (y, f(a), b), P (x, y, f(z))}

9. Řekneme, že výraz E1 je variantou výrazu E2, pokud existuj́ı substituce σ a τ takové, že
E1 = E2σ a E2 = E1τ . Dokažte, že je-li E1 variantou E2, pak se lǐśı jen přejmenováńım
proměnných.

10. Nalezněte (všechny) rezolventy následuj́ıćıch klauzuĺı.

(a) {P (x, y), P (y, z)}, {¬P (u, f(u))}
(b) {P (x, x),¬R(x, f(x))}, {R(x, y), Q(y, z)}
(c) {P (x, y),¬P (x, x), Q(x, f(x), z)}, {¬Q(f(x), x, z), P (x, z)}

11. Ukažte, že následuj́ıćı množina klauzuĺı je rezolućı zamı́tnutelná. Rezolučńı zamı́tnut́ı znázorněte
rezolučńım stromem. U každého rezolučńıho kroku napǐste použitou substituci a označte re-
zolvované literály.

(a) {P (a, x, f(y)), P (a, z, f(h(b))),¬Q(y, z)}
(b) {¬Q(h(b), w), H(w, a)}
(c) {¬P (a,w, f(h(b))), H(x, a)}
(d) {P (a, u, f(h(u))), H(u, a), Q(h(b), b)}
(e) {¬H(v, a)}

12. Vı́me, že

(a) Pokud je cihla na jiné cihle, tak neńı na zemi.

(b) Každá cihla je bud’ na zemi nebo na jiné cihle.

(c) Žádná cihla neńı na cihle, která je na daľśı cihle.

Vyjádřete to v predikátové logice a rezolučńı metodou dokažte, že když je cihla na jiné cihle,
ta spodńı je na zemi.

13. Vı́me, že

(a) Každý holič hoĺı každého, kdo se nehoĺı sám.

(b) Žádný holič nehoĺı někoho, kdo se hoĺı sám.

Vyjádřete to v predikátové logice a rezolučńı metodou dokažte, že žádný holič neexistuje.
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