Cviceni z vyrokové a predikatové logiky - 7
19. listopadu 2013

1. Uréete volné a vézané vyskyty proménnych v nasledujicich formulich. Poté je prevedte na
varianty, ve kterych nebudou proménné s volnym i vazanym vyskytem zaroven.

(a) (32)(Vy)P(y,2) Vv (y =0)
(b) (Bx)(P(z) A (Vo)Q(z)) V (x = 0)
(c) (z)(z>y) A Ey)ly > )
2. Necht ¢ je formule (Vz)((z = 2) V 3y)(f(z) = y) V (V2)(y = f(2))). Které termy jsou
substituovatelné do ¢ za jeji proménné?
(a) term z za proménnou z, term y za proménnou z,
(b) term z za proménnou y, term 2 * y za proménnou ¥,

(c) term z za proménnou z, term y za promeénnou z,
3. Jsou nésledujici formule variantou formule (Vz)(z <y V (32)(z =y A z # z))?
(a) (V2)(z<yV (3Fz)(z=yAz#2))

(b) (VY <yVv(@E)(z=yAz#Yy))
(c) (Vu)(u<yV (32)(z=yAz#u))

4. Méjme strukturu A = ({a, b, c,d},>4) pro jazyk s jedinym bindrnim relaé¢nim symbolem >,
kde >4= {(a, c), (b, c), (c,c), (¢c,d)}. Uréete, zda jsou nasledujici formule v pravdivé v A.

5. Pro kazdou formuli ¢ z pfedchoziho cvicen{ naleznéte strukturu B (pokud existuje) takovou,
ze B |= ¢, pravé kdyz A [~ ¢.

6. Rozhodnéte, zda jsou nésledujici sentence (logicky) pravdivé / 1zivé / nezavislé.

(a) (Bx)(vVy)(P(z)V ~P(y))

(b) (Va)(P(z) = Q(f(x))) A (Vo) P(x) A (B2)~Q(x)
(¢) (Vo)(P(z) vV Q(x)) = ((Vz)(P(z) V (V&)Q(x))

(d) (vo)(P(z) = Q(z)) = ((Bx)P(z) = (F2)Q(x))
(e) (Fz)(Vy)P(z,y) — (Vy)(Fz)P(z,y)

7. Zduvodnéte (sémanticky) ndsledujici vztahy. Pro kazdou strukturu A, formuli ¢ a sentenci

¥,

(@) A= (Y= (Fr)p) & A G) (¥ = ¢)

(b) A= (¥ = (Va)p) & A= (Vo) (¥ = @)

) AR (Br)e = (V)( )
(3z)

¥ — (Va)p

(c s AE V) (e — ¢
(@) A o AE @00 - 9)

Plati uvedené vztahy i pro formuli v, ve které = je volnd proménna? A pro formuli v, ve
které x neni volna?
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8. Rozhodnéte, zda pro kazdou formuli ¢ plati

(a) ¢ | (Vo)p
(b) E ¢ — (Va)p
(c) ¢ = ()

(d) Fe— (Fa)p
9. Uvazme teorii T (teorie grup) nad jazykem L = (+, —, 0) s rovnosti, kde + je bindrn{ funkén{
symbol, — je unarni funkéni symbol, 0 konstantni symbol, s axiomy
v+ (y+z) =@ty +2
O+z=2=24+0
x+(—z)=0=(-2)+=x

Rozhodnéte, zda jsou ndsledujici formule pravdivé / 1zivé / nezdvislé v T.

(a) r+y=y+z

b)) z+y=2 — y=0

() z4+y=0 - y=—x
(d) =(z+y) = (=y) + (-2

10. Uvazme strukturu Z, = ({0,1,2,3}, 4, —,0), kde bindrni funkce + je s¢itdni modulo 4 a
undrni — je funkce inverzniho prvku vucéi 4+ vzhledem k neutrdlnimu prvku 0.
(a) Je Z, modelem teorie T z predchoziho piikladu (tj. grupou)?
(b) Urcete generované podstruktury Z,{a) pro vSechna a € Zy.
(c) Obsahuje Z, i jiné podstruktury?
(d) Je kazdd podstruktura Z, modelem T'?
(e) Je kazda podstruktura Z, elementdrné ekvivalentni s Z,?
(f) Je kazdd podstruktura komutativni grupy (tj. plati v ni 9(a) komutativni grupou?

11. Necht Q = (Q,+,—,-,0,1) je struktura racionalnich ¢isel se standardnimi operacemi (tvoii
téleso).

(a
(b
(c
(d

12. Meéjme teorii T' = {& = ¢1 V& = c2 V& = ¢3} nad jazykem L = (c1, ca,c3) S rovnosti.

Existuje redukt Q, ktery je modelem teorie T's pfedchoziho piikladu?

Lze redukt (Q, -, 1) expandovat na model 7?7

Obsahuje Q podstrukturu, kterd neni elementarné ekvivalentni s Q7

Oznac¢me Th(Q) mnozinu vSech sentenci pravdivych v Q. Je Th(Q) kompletni teorie?

)
)
)
)

(a) Je T (sémanticky) bezespornd?

(b)

(c¢) Urcete jeji jednoduché kompletni extenze.
)

(d) Je teorie T! = {z = ¢; V& = ¢4} nad jazykem L = (c1,co,c3,c¢q) extenzi T? Je T’
jednoduchou extenzi? Je T' konzervativni extenz{?

b) Jsou vSechny modely T elementdrné ekvivalentni? Tj. je T' (sémanticky) kompletni?



