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1. Mějme tři bratry, přičemž o každém v́ıme, že bud’ vždy ř́ıká pravdu anebo vždy lže.

(i) Nejstarš́ı ř́ıká: “Oba mı́ bratři jsou lháři.”

(ii) Prostředńı ř́ıká: “Nejmladš́ı je lhář.”

(iii) Nejmladš́ı ř́ıká: “Nejstarš́ı je lhář.”

Necht’ prvovýroky p1, p2, p3 reprezentuj́ı (po řadě), že “nejstarš́ı / prostředńı / nejmladš́ı
bratr je pravdomluvný” a označme P = {p1, p2, p3}.

(a) Napǐste výroky (ve tvaru ekvivalence) ϕ1, ϕ2, ϕ3 nad P reprezentuj́ıćı znalosti vyplývaj́ıćı
(po řadě) z (i), (ii), (iii). (2b)

(b) Určete množinu MP(T ) všech model̊u teorie T = {ϕ1, ϕ2, ϕ3} nad P. Vyplývá z T , že
některý z bratr̊u je pravdomluvný? (2b)

(c) Zvolte si libovolný model v ∈MP(T ). Napǐste konjunkci literál̊u ψv s MP(ψv) = {v} a
rezolućı dokažte, že T |= ψv. (4b)

(d) Odpov́ı-li nám prostředńı bratr na otázku: “Složil už někdo z vás zkoušku z logiky?”,
budeme vědět, jak na tutéž otázku odpov́ı ostatńı bratři? Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)

2. Necht’ T = {(∃x)(P (x) → Q(x)), (∃x)(¬R(x) → ¬Q(x))} je teorie jazyka L = 〈P,Q,R〉 bez
rovnosti, kde P,Q,R jsou unárńı relačńı symboly, a označme ϕ sentenci (∃x)(P (x) → R(x)).

(a) Sestrojte dokončené tablo z teorie T s položkou Fϕ v kořeni. (4b)

(b) Z bezesporné větve předchoźıho tabla sestrojte model A teorie T , ve kterém ϕ neplat́ı.
(2b)

(c) Je ϕ dokazatelná, vyvratitelná, nebo nezávislá v T? Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)

(d) Má teorie T konzervativńı kompletńı extenzi? Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)

3. Necht’ A = 〈Z, absA〉 je struktura jazyka L = 〈abs〉 s rovnost́ı, kde abs je unárńı funkčńı
symbol a absA je funkce absolutńı hodnoty v Z.

(a) Je teorie Th(A) struktury A otevřeně axiomatizovatelná? Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)

(b) Nalezněte expanzi A′ struktury A do vhodně rozš́ı̌reného jazyka tak, že jedinou pod-
strukturou A′ je A′. (2b)

(c) Nalezněte př́ıklady množiny definovatelné a množiny nedefinovatelné v A bez para-
metr̊u. Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)

(d) Necht’ B = 〈N, id〉 je struktura stejného jazyka, kde id je identita. Je Th(A) extenźı
Th(B)? Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)
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