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1. Necht’ G = 〈V,E〉 je neorientovaný graf bez smyček, množina V jeho vrchol̊u má velikost
0 < n ∈ N a E je množina jeho hran (E ⊆ {{u, v} | u 6= v ∈ V }). Ř́ıkáme, že G je
k-obarvitelný, kde 0 < k ∈ N, pokud lze vrcholy G obarvit k barvami tak, že

(i) každý vrchol je obarvený některou z barev,

(ii) žádný vrchol neńı obarven v́ıce než jednou barvou,

(iii) vrcholy spojené hranou maj́ı r̊uzné barvy.

Necht’ P = {pij | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ k} je množina prvovýrok̊u, kde pij reprezentuje, že “i-tý
vrchol je obarvený j-tou barvou”.

(a) Napǐste výroky ϕi, ψi a χi,i′ nad P vyjadřuj́ıćı, že

ϕi : “i-tý vrchol je obarvený některou z barev”,

ψi : “i-tý vrchol neńı obarven v́ıce než jednou barvou”,

χi,i′ : “i-tý a i′-tý vrchol maj́ı r̊uzné barvy”,

kde 1 ≤ i 6= i′ ≤ n. Pomoćı ϕi, ψi, χi,i′ napǐste teorii T k
G vyjadřuj́ıćı (i), (ii), (iii). (2b)

(b) Necht’K3 je kompletńı graf na třech vrcholech (tj. V = {1, 2, 3}, E = {{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}})
a k = 2. Nalezněte množinovou reprezentaci teorie T ′ = T 2

K3
∪ {p11}. (2b)

(c) Ukažte rezolućı, že T ′ je nesplnitelná teorie. (4b)

(d) Pro 1 < n ∈ N necht’ Cn znač́ı kružnici délky n (tj. V = {1, . . . , n}, E = {{i, i + 1} |
1 ≤ i ≤ n−1}∪{{n, 1}}). Určete počet model̊u teorie T 2

Cn
pro všechna 1 < n ∈ N. (2b)

2. Jsou dána následuj́ıćı tvrzeńı o hostech restaurace:

(i) Existuje host, který pokud pije pivo, tak pij́ı pivo všichni hosté.

(ii) Existuje host, který pokud pije pivo, tak všichni hosté pij́ı rum.

(a) Formalizujte tvrzeńı (i), (ii) po řadě jako sentence ϕ, ψ v jazyce L = 〈P,R〉 bez rovnosti,
kde P,R jsou unárńı relačńı symboly a P (x), R(x) znač́ı, že “host x pije pivo”, resp.
“host x pije rum”. Poté formule ϕ, ψ převed’te do prenexńıho tvaru. (2b)

(b) Tablo metodou rozhodněte, které z formuĺı ϕ, ψ jsou logicky pravdivé. Jako zd̊uvodněńı
uved’te př́ıslušná dokončená tabla. (4b)

(c) Zvolte libovolnou bezespornou větev V v jednom z tabel z (b) a sestrojte kanonický
model A z větve V . (2b)

(d) Je teorie {ψ} v jazyce L konzervativńı extenźı teorie {ϕ} v jazyce L′ = 〈P 〉? Uved’te
zd̊uvodněńı. (2b)

3. Bud’ T = {(∀x)(∃y)S(y) = x, S(x) = S(y)→ x = y} teorie v jazyce L = 〈S〉 s rovnost́ı, kde
S je unárńı funkčńı symbol.

(a) Nalezněte extenzi T ′ teorie T o definici nového unárńıho funkčńıho symbolu P takovou,
že T ′ |= S(P (x)) = x. (2b)

(b) Napǐste formuli ϕ(x, y) jazyka L takovou, že T ′ |= ϕ(x, y)↔ P (P (x)) = y. (2b)

(c) Je teorie T ′ otevřeně axiomatizovatelná? Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)

(d) Bud’ Zk = 〈Z, Fk〉, kde 0 < k ∈ N a Fk(m) = m+ k pro m ∈ Z. Kolik má struktura Zk

podstruktur? Kolik má Z2 vzájemně neizomorfńıch podstruktur? (2b)
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