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1. Necht G = (V, E) je neorientovany graf bez smyé¢ek, mnozina V jeho vrcholii mé velikost

0 <n € Na E je mnozina jeho hran (E C {{u,v} | u # v € V}). Rikdme, ze G je
k-obarvitelny, kde 0 < k € N, pokud lze vrcholy G obarvit k barvami tak, ze

(1) kazdy vrchol je obarveny nékterou z barev,
i1) zadny vrchol neni obarven vice nez jednou barvou
Yy J )

(#i1) vrcholy spojené hranou majf rizné barvy.

Necht P = {p} [ 1 <i <n,1<j <k} je mnozina prvovyroki, kde p’ reprezentuje, ze “i-ty
vrchol je obarveny j-tou barvou”.

(a) Napiste vyroky ¢;, ¥; a x;, nad P vyjadiujici, ze

pi -ty vrchol je obarveny nékterou z barev”,
v+ “-ty vrchol neni obarven vice nez jednou barvou”,
Xii : “i-ty a i’ -ty vrchol magi rizné barvy”,

kde 1 < i # i’ < n. Pomocf ¢;, ¥;, xi,» napiste teorii 7% vyjadiujict (i), (i), (iii). (2b)
(b) Necht K3 je kompletni graf na ttech vrcholech (tj. V = {1,2,3}, E = {{1,2},{1,3},{2,3}})
a k = 2. Naleznéte mnozinovou reprezentaci teorie 7" = T% U {p1}. (2b)

(¢) Ukazte rezoluci, ze T” je nesplnitelnd teorie. (4b)
(d) Pro 1 < n € N necht C,, znaéi kruznici délky n (tj. V = {1,...,n}, B = {{i,i + 1} |
1 <i<n—1}U{{n,1}}). Uréete pocet modelu teorie T pro vSechna 1 <n € N. (2b)

2. Jsou dana nésledujici tvrzeni o hostech restaurace:

(1) Existuje host, ktery pokud pije pivo, tak piji pivo vSichni hosté.
(i4) Existuje host, ktery pokud pije pivo, tak vsichni hosté piji rum.

(a) Formalizujte tvrzeni (i), (i¢) po fadé jako sentence ¢, 1 v jazyce L = (P, R) bez rovnosti,
kde P, R jsou undarn{ rela¢ni symboly a P(z), R(x) znaci, ze “host x pije pivo”, resp.
“host = pije rum”. Poté formule ¢, v pfevedte do prenexniho tvaru. (2b)

(b) Tablo metodou rozhodnéte, které z formuli ¢, 9 jsou logicky pravdivé. Jako zduvodnén{
uved'te ptislusnd dokoncend tabla. (4b)

(¢) Zvolte libovolnou bezespornou vétev V' v jednom z tabel z (b) a sestrojte kanonicky
model A z vétve V. (2b)

(d) Je teorie {1} v jazyce L konzervativni extenzi teorie {¢} v jazyce L' = (P)? Uved'te
zduvodnéni. (2b)

3. Bud T = {(Vz)(3y)S(y) = z, S(x) = S(y) — = = y} teorie v jazyce L = (S) s rovnosti, kde
S je unarni funkéni symbol.

(a) Naleznéte extenzi T teorie T o definici nového unédrniho funkéniho symbolu P takovou,
ze T = S(P(z)) = x. (2b)

(b) Napiste formuli ¢(z,y) jazyka L takovou, ze T" |= o(x,y) <> P(P(x)) =y. (2b)

(c) Je teorie T oteviené axiomatizovatelnd? Uved'te zduvodnéni. (2b)

(d) Bud Z = (Z, Fy), kde 0 < k € N a Fy(m) = m+k pro m € Z. Kolik m4 struktura Z
podstruktur? Kolik md Zs vzdjemné neizomorfnich podstruktur? (2b)



