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Axiomaticky pristup
@ zakladni logické spojky a kvantifikatory: -, —, (Vx) (ostatni odvozené)
@ dokazuji se libovolné formule (nejen sentence)
@ logické axiomy (schémata logickych axiom()
(i) o= (W )
(i) (p—= @ —=x) = (=)= (p—x)
(iii) (e = =) = (¥ = ¢)

(iv) (Vx)p — o(x/t) je-li t substituovatelny za x do ¢
(v) (Vx)(p = ) = (p = (Vx)¢) neni-li x volna proménna ve ¢
kde ¢, 1, x jsou libovolné formule (daného jazyka), t je libovolny term a

x je libovolna proménna.

~

@ je-li jazyk s rovnosti, mezi logické axiomy patfi navic axiomy rovnosti
@ odvozovaci (deduktivni) pravidla
0, =Y
(g

(modus ponens), —— (generalizace)

(Vx)p
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. o
Pojem dukazu

Dukaz (Hilbertova stylu) formule ¢ z teorie T je konec¢na posloupnost
©o, - - -, pn = w formuli takova, Zze pro kazdé i < n

@ o; je logicky axiom nebo ¢; € T (axiom teorie), nebo

@ ¢; Ize odvodit z pfedchozich formuli pomoci odvozovacich pravidel.

Formule ¢ je dokazatelnav T, ma-liddkaz z T, zna¢ime T g .

Véta Pro kaZdou teorii T a formulip, Tty = T = .
Dukaz
@ Je-li p € T nebo logicky axiom, je T = ¢ (logické axiomy jsou tautologie),
@ jestize TEpaTEp— 1, pak T | 9, tj. modus ponens je korektni,
@ jestlize T |= ¢, pak T = (Vx)yp, tj. pravidlo generalizace je korektni,
@ tedy kazda formule vyskytujici se v dikazu z T plativ T. [

Poznamka Plati i dplnost, tj. T |= ¢ = T bu ¢ pro kaZdou teorii T a formuli ¢.
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Teorie struktury

Mnohdy nas zajima, co plati v jedné konkrétni strukture.

Teorie struktury A je mnozina Th(.A) sentenci (stejného jazyka) platnych v A.
Pozorovani Pro kazdou strukturu A a teorii T jazyka L,
(i) Th(A) je kompletni teorie,
(ii) je-li A= T, je Th(A) jednoducha (kompletni) extenze teorie T,
(iii) je-li A= T a T je kompletni, je Th(A) ekvivalentni s T,
tj. 01 (T) = Th(A).

Napf. proN = (N, S, +, -, 0, <) je Th(N) je aritmetika pfirozenych cisel.

Poznamka Pozdéji uvidime, Ze ackoliv je Th(N) kompletni teorie, je
(algoritmicky) nerozhodnutelna.
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Elementarni ekvivalence

@ Struktury A a B jazyka L jsou elementarné ekvivalentni, psano A = 13,
pokud v nich plati stejné formule (jazyka L), tj. Th(.A) = Th(B).
Napf. (R, <) = (Q, <), ale (Q, <) # (Z, <), nebot v (Z, <) mé kazdy
prvek bezprostiedniho naslednika, zatimco v (Q, <) ne.

@ T je kompletni, pravé kdyZz ma az na el. ekvivalenci pravé jeden model.

Napr. teorie DeLO hustych linedrnich uspofadani bez konct je kompletni.

Zajima nas, jak vypadaji modely dané teorie (aZ na elementarni ekvivalenci).

Pozorovani Pro modely A, B teorie T plati A = B, prave kdyz Th(A), Th(B)
jsou ekvivalentni (jednoduché kompletni extenze teorie T).

Poznamka Lze-li efektivné (rekurzivne) popsat pro efektivné danou teorii T,
jak vypadaji vSechny jeji kompletni extenze, je T (algoritmicky) rozhodnutelna.
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Jednoduché kompletni extenze - priklad

Teorie DeLO* hustého linearniho usporadani jazyka L = (<) s rovnosti je

x<x

X<y AN y<x — x=Yy
X<y Ny<z — x<z
x<y V y<x

x<y —
(3x)(3y) (x # y)

kde ‘'x < y' jezkratkaza'x <y A x# ¥’

(Fz) (x<z N z<Yy)

(reflexivita)
(antisymetrie)
(tranzitivita)
(dichotomie)
(hustota)
(netrivialita)

Oznagme o, 1) sentence (3x)(Vy)(x < y), resp. (3x)(Vy)(y < x). Uvidime, ze

DeLO = DeLO* U {—p, )},
DeLO" = DeLO* U {—¢, ¢}

3

jsou vSechny (neekvivalentni) jednoduché kompletni extenze teorie DeLO*.
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Dusledek véty o spocetném modelu

Pomoci kanonického modelu (s rovnosti) jsme dFive dokazali nasledujici vétu.
Véta Necht' T je bezespornd teorie nejvyse spocetného jazyka L. Je-li L bez
rovnosti, ma T model, ktery je spocetny. Je-li L s rovnosti, ma T model, ktery
je nejvyse spocetny.

Dusledek Ke kazdé struktufe A nejvyse spocetného jazyka bez rovnosti
existuje spocetna elementarné ekvivalentni struktura 5.

Dikaz Teorie Th(A) je bezesporna, nebot ma model A. Dle pfedchozi véty
ma spocCetny model 5. Jelikoz je teorie Th(A) kompletni, je A= B. O

Duisledek Ke kaZdé nekonecné struktufe A nejvyse spocetného jazyka
s rovnosti existuje spocetna elementarné ekvivalentni struktura 5.

Dukaz Obdobné jako vySe. Jelikoz v A neplati sentence “existuje pravé n
prvki”pro zadné n € N a A = B, neni B kone¢na, tedy je spocetna. [
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Spocetné algebraicky uzavrené téleso

Rekneme, Ze téleso A je algebraicky uzaviené, pokud v ném kazdy polynom
(nenulového stupné) ma koren, tj. pro kazdé n > 1 plati

A (V1) (V) EN G 4+ X0 - Y Y+ X0 = 0)
kde y* je zkratka zaterm y -y - --- -y (- aplikovano (k — 1)-krét).

Napr. téleso C = (C,+,—, -, 0, 1) je algebraicky uzaviené, zatimco télesa
R a Q nejsou (nebot polynom x> + 1 v nich nema koren).

Dusledek Existuje spocetné algebraicky uzaviené teleso.

Dukaz Dle predchoziho disledku existuje spocetna struktura elementarné
ekvivalentni s télesem C, tedy je to rovnéz algebraicky uzavrené téleso. [
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Izomorfismus struktur

Necht A, B jsou struktury jazyka L = (F,R).

@ Bijekce h: A — B je izomorfismus struktur A a B, pokud plati zaroven
(i) h(fYa....an) = fP(h(@),. ... hay))
pro kazdy n-arni funkéni symbol f € F akazdé ay,...,a, € A,
(iiy RMai,...,a,) <= RE(h(a),..., h(ay))
pro kazdy n-arni relacni symbol R € R a kazdé ay, ..., a, € A.

@ A a B jsou izomorfni (via h), psano A ~ B (A ~;, B), pokud existuje
izomorfismus h struktur A a B. Rikdme rovnéz, e A je izomorfni s B.

@ Automorfismus struktury A je izomorfismus A s A.

Napf. potencni algebra P(X) = (P(X),—,N,U, 0, X) s X = n je izomorfni

s Booleovou algebrou "2 = ("2, —, Auy,Va, 0p, 1) Via h: A — xa, kde xa
je charakteristicka funkce mnoZiny A C X.
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Izomorfismus a sémantika

Uvidime, Ze izomorfismus zachovava sémantiku.
Tvrzeni Necht A, B jsou struktury jazyka L = (F,R). Bijekce h: A — B je
izomorfismus A a B, pravé kdyZ plati zaroveri

(i) h(t'[e]) = tB[he pro kaZdy termt a e: Var — A,

(ii) AEyple] & BE¢lhe pro kaZdou formuli ¢ a e: Var — A.

Dikaz (=) Indukci dle struktury termu ¢, respektive formule .

(<) Dosazenim termu f(xi, ..., x,) do (i) ¢i atomické formule R(xy, ..., x,)
do (ii) pro ohodnoceni e(x;) = a; mame, ze h vyhovuje def. izomorfismu. [

Dusledek Pro kaZdé struktury A, B stejného jazyka,

A~B = A=B.
Poznamka Obracena implikace obecné neplati, napri. (Q, <) = (R, <), ale
(Q.<) # (R. <), nebot' |Q| = w a [R| = 2v.
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Konecné modely s rovnosti

Tvrzeni Pro kaZzdé konecné struktury A, B stejného jazyka s rovnosti,
A=B = A~B.
Dikaz Je |A| = |B|, nebot Ize vyjadfit “existuje prave n prvkd’.
@ Necht A’ je expanze A do jazyka L' = LU {cs}aca O jména prvku z A.
@ Ukazeme, Ze B Ize expandovat na B’ do jazyka L' tak, ze A’ = B’. Pak
ztejmé h: a — c& je izomorfismus A’ s B’ a tedy i izomorfismus A s B.
@ Stadi ukazat, ze pro kazdé ¢!’ = a € Aexistuje b € B t.2. (A, a) = (B, D).
@ Oznacme Q mnozinu formuli o(x) t.2. (A, a) = v(x/cq), i. A = ¢le(x/a)].
@ Jelikoz je A konec¢né, existuje konecné formuli ¢o(x), ..., om(x) tak, ze
pro kazdé ¢ € Q je A E ¢ + p; pro néjaké i.
@ Jelikoz B= A = (3x) A<, vi, existuje b € Bt.z. B = \,-,, ile(x/b)].
e Tedy pro kazdou ¢ € Q je B = ¢le(x/b)], tj. (B,b) |= o(x/ca). [
Dusledek Ma-li kompletni teorie jazyka s rovnosti konecny model, jsou
v8echny jeji modely izomorfni.
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Kategori¢nost

@ Izomorfni spektrum teorie T je poCet I(x, T) navzajem neizomorfnich
modell teorie T pro kazdou kardinalitu .

@ Teorie T je x-kategorickd, pokud ma az na izomorfismus pravée jeden
model kardinality «, tj. I(x, T) = 1.

Tvrzeni Teorie DelLO (1. “bez konci’) je w-kategoricka.

Dikaz Necht A, B = DeLO s A = {a;}ien, B = {bi}icn. Indukci dle n Ize
nalézt prosté parcialni funkce h, C h,,; C A x B zachovavajici usporadani
tak, ze {a;}i<n C dom(h,) a {b;}i<, C tng(hy). Pak A ~ Bvia h = Uh,. O

Obdobné dostaneme, Ze napf. A = (Q,<), A (0,1], A1[0,1), A [0,1]
jsou aZ na izomorfismus vsechny nejvyse spocetné modely teorie DeLO*. Pak

0 prokeN,

I(x, DelO™) = {4 prox =w
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w-kategorické kritérium kompletnosti

Véta Necht jazyk L je nejvyse spocetny.
(i) Je-li teorie T jazyka L bez rovnosti w-kategorickd, je kompletni.
(ii) Je-li teorie T jazyka L s rovnosti w-kategoricka a bez konecného
modelu, je kompletni.

Dikaz Kazdy model teorie T je elementarné ekvivalentni s néjakym
spoCetnym modelem T, ale ten je az na izomorfismus jediny. Tedy vSechny
modely T jsou elementarné ekvivalentni, tj. T je kompletni. [

Napf. teorie DeLO, DeLO™, DeLO~, DeLO* jsou kompletni a jsou to véechny
(navzajem neekvivalentni) jednoduché kompletni extenze teorie DeLO*.

Vv

Poznamka Obdobné kritérium plati i pro vyssi nez spocetné kardinality.
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Axiomatizovatelnost

Zajima nas, zda se dana ast svéta da “dobfe” popsat.

Necht K C M(L) je tfida struktur jazyka L. Rekneme, Ze K je
@ axiomatizovatelna, pokud existuje teorie T jazyka L s M(T) = K,
@ konecnée axiomatizovatelna, pokud je axiomatizovatelna konec¢nou teorii,
@ oteviene axiomatizovatelna, pokud je axiomatizovatelna otevienou teorii,
@ teorie T je koneCné (oteviene) axiomatizovatelna, pokud M(T) je

konecné (respektive otevieng) axiomatizovatelna.
Pozorovani Neni-li K uzaviena na el. ekvivalenci, neni axiomatizovatelna.

Napfiklad
a) linedrni usporadani jsou konecné i oteviene axiomatizovatelna,

b) télesa jsou konecné axiomatizovatelna, ale ne otevieneé,

¢) nekonecné grupy jsou axiomatizovatelné, ale ne konecneé.
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Dusledek kompaktnosti

Véta Ma-li teorie T pro kazdé n € N alespori n-prvkovy model, ma i
nekonecny model.

Dukaz V jazyce bez rovnosti je to zfejmé, uvazme jazyk s rovnosti.

@ OznaCme extenzi T' = T U {c¢; # c; | pro i # j} teorie T v jazyce
rozsifeném o spocetné novych konstantnich symbolu c;.

@ Dle predpokladu ma kazda kone¢na Cast teorie T model.
@ Tedy dle véty o kompaktnosti ma T’ model, ten je nutné nekonecny.
@ Jeho redukt na pavodni jazyk je hledany nekoneény model teorie T. [

Duisledek Ma-li teorie T pro kaZdé n € N alespori n-prvkovy model, neni
tfida vSech jejich konecnych modelli axiomatizovatelna.

Napr. nelze axiomatizovat konecné grupy, konecna télesa, atd. Avsak tfida
nekonecnych modelli teorie T jazyka s rovnosti je axiomatizovatelna.
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Konecna axiomatizovatelnost

Véta Necht K C M(L) aK = M(L) \ K, kde L je jazyk. Pak K je konecné
axiomatizovatelna, pravé kdyz K i K jsou axiomatizovatelné.

Dikaz (=) Je-li T koneCna axiomatizace K v uzavieném tvaru, pak teorie
s jedinym axiomem \/ _; —¢ axiomatizuje K. Nyni dokazme (<).
@ Necht T, S jsou teorie jazyka L takové, ze M(T) = K, M(S) = K.

@ Pak M(TUS)=M(T)nM(S) =10 adle véty o kompaktnosti existuji
kone¢né T C Ta 8 C Stakové, ze () = M(T'US') = M(T") N M(S).
@ Jelikoz

M(T) € M(T") C M(S') € M(S) = M(T),
je M(T) = M(T’), {j. kone¢na T’ axiomatizuje K. [J
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Kone¢na axiomatizovatelnost - priklad

Necht T je teorie téles. Rekneme, Ze téleso A = (A, +,—,-,0,1) je
@ charakteristiky 0, neexistuje-li zddné p € N+ takové, ze A = pl =0,
kde pl znaCiterm 1+ 1+ --- 4+ 1 ( 4 aplikovano (p — 1)-krat).
@ charakteristiky p, kde p je prvodislo, je-li p je nejmensit.z. A = pl = 0.
@ Trida téles charakteristiky p pro p prvocislo je konecné axiomatizovana
teorii T U {pl = 0}.
@ Trida téles charakteristiky 0 je axiomatizovana (nekonecnou) teorii
T"=Tu{pl#0|pe Nt}
Tvrzeni Trida K téles charakteristiky 0 neni kone¢né axiomatizovatelna.

Dukaz Staci dokazat, Ze K neni axiomatizovatelna. Kdyby M(S) = K, tak
S’ = SU T' ma model B, nebot kazda konecna S* C S’ ma model (téleso
prvociselné charakteristiky vetsi nez jakékoliv p vyskytujici se v axiomech
S*). Pak ale B € M(S) = K a zéroven B € M(T') = K, coz neni mozné. [
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Otevrena axiomatizovatelnost
Véta Je-li teorie T oteviené axiomatizovatelnd, pak kaZzda podstruktura
modelu T je rovnéZz modelem T.

Dikaz Necht T’ je oteviena axiomatika M(T), A= T aB C A. Vime, Ze
pro kazdé ¢ € T’ je B = ¢, nebot ¢ je oteviena. Tedy B je modelem T’. [

Poznamka Plati i obracena implikace, tj. je-li kaZda podstruktura modelu
teorie T rovnéz modelem T, pak T je oteviené axiomatizovatelna.

Napf. teorie DeLO neni oteviene axiomatizovatelna, nebot’ napf. kone¢na
podstruktura modelu DeL.O neni modelem Del.O.

Napfr. nejvyse n-prvkové grupy pro pevné n > 1 jsou oteviené axiomatizovany

TU{ \/ X = Xj},
i,j<n
L ) i#]
kde T je (otevrena) teorie grup.
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Zakladni algebraické teorie

@ Teorie grup nad jazykem L = (+, —,0) s rovnosti ma axiomy

x+(y+z)=x+y)+z (asociativita +)
0+x=x=x+40 (neutralita 0 k +)
X+(—x)=0=(—x)+x (—x je inverzni prvek k x)
@ Teorie komutativnich grup ma navicax. x + y = y+x  (komutativita +)
@ Teorie okruht je jazyka L = (+,—,-,0, 1) s rovnosti, ma navic axiomy
l-x=x=x-1 (neutralita 1 k -)
x-(y-z)=(x-y) -z (asociativita -)
x-(y+z)=x-y+x-z,(x+y)-z2=x-z+y-z (distributivita - k +)
@ Teorie komutativnich okruhi ma navicax. x-y=y-x (komutativita -)
@ Teorie teles stejného jazyka ma navic axiomy
x£0— 3y)(x-y=1) (existence inverzniho prvku Kk -)
0#41 (netrivialita)
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Robinsonova aritmetika

Jak efektivné a pfitom co nejupinéji axiomatizovatN = (N, S, +,-,0,<)?
Jazyk aritmetiky je L = (S, +,-,0, <) s rovnosti.

Robinsonova aritmetika Q ma axiomy (kone¢né mnoho)

S(x) #0 x-0=0
Sx)=8(y)—x=y x-S(y)=x-y+x
x+0=x x#0— 3y)(x=S8©))
x+8Sy)=S8S(x+y) x<y<«+ (Fz)(z+x=y)

Poznamka Q je velmi slaba, napf. nedokazuje komutativitu ¢i asociativitu
operaci +, - ani transitivitu <. Nicméné postacuje napfiklad k dikazu
existencnich tvrzeni o numeralech, ktera jsou pravdiva v N.
Napr. pro o(x,y) tvaru (3z)(x + z = y) je

QF ¢(1,2), kdel=S(0)a 2= S(S(0)).
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Peanova aritmetika

Peanova aritmetika PA ma axiomy
(a) Robinsonovy aritmetiky Q,

(b) schéma indukce, tj. pro kazdou formuli ¢(x,y) jazyka L axiom
((0,7) A (VX)(0(x, ) = 0(S(x),¥))) = (VX)o(x, ).

Poznamka PA je pomérné dobrou aproximaci Th(N), dokazuje vsechny
zakladni viastnosti N. Na druhou stranu existuji tvrzeni pravdiva v N ale
nezavisla v PA.

Poznamka V jazyce 2. fadu Ize axiomatizovat N (aZ na izomorfismus),
vezmeme-Ili misto schéma indukce pfimo axiom indukce (2. fadu)

(VX) ((X(0) A (V) (X (x) = X(S(x)))) = (V) X(x)).
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