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1. Necht’ Kn,m = (A t B,E), kde t znač́ı disjunktńı sjednoceńı, je (úplný bipartitńı) graf s
|A| = n, |B| = m, E = {{u, v} | u ∈ A, v ∈ B}. Ř́ıkáme, že množina C ⊆ A ∪ B je pokryt́ı
grafu Kn,m, pokud pro každou hranu {u, v} ∈ E plat́ı, že u ∈ C nebo v ∈ C.

Chceme (rezolućı ve VL) dokázat (pro pevné n, m), že každé pokryt́ı C grafu Kn,m obsahuje
A nebo B. Necht’ Pn,m = {ai | 1 ≤ i ≤ n} ∪ {bj | 1 ≤ j ≤ m} je množina prvovýrok̊u, kde ai
(resp. bj) reprezentuje, že “i-tý vrchol z A (resp. j-tý z B) je v množině C”.

(a) Napǐste výrok ϕn,m nad Pn,m vyjadřuj́ıćı, že “C je pokryt́ı grafu Kn,m”. Napǐste výrok
ψn,m nad Pn,m vyjadřuj́ıćı, že “C obsahuje A nebo B”. (2b)

(b) Pomoćı ϕn,m, ψn,m sestrojte teorii Tn,m, která je nesplnitelná, právě když ϕn,m |= ψn,m.
Převed’te Tn,m do množinové reprezentace. (2b)

(c) Nyńı n = m = 2. Ukažte, že T2,2 `R �. Rezolučńı zamı́tnut́ı znázorněte rezolučńım
stromem. (4b)

(d) Je T2,2 `LI � ? Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)

2. Necht’ T = {(∀x)(∃y)¬P (x, y), (∃x)R(x), (∀x)(∃y)(∀z)(¬R(x) ∨ P (y, z))} je teorie jazyka
L = 〈P,R〉 bez rovnosti, kde P,R je binárńı resp. unárńı relačńı symbol.

(a) Skolemizaćı nalezněte k T ekvisplnitelnou teorii T ′ (nad vhodně rozš́ı̌reným jazykem)
axiomatizovanou pouze univerzálńımi sentencemi. (2b)

(b) Tablo metodou dokažte, že T ′ je nesplnitelná. (4b)

(c) Necht’ T ′′ je teorie tvořená právě otevřenými jádry axiomů teorie T ′. Nalezněte kon-
junkci základńıch instanćı axiomů T ′′, která je nesplnitelná. Nápověda: využijte tablo z
(b). (2b)

(d) Je teorie T kompletńı? Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)

3. Necht’ T = {(∃x1)(∃x2)(∀y)(y = x1 ∨ y = x2), ¬(∃x)(f(x) 6= x)} je teorie jazyka L = 〈f〉 s
rovnost́ı, kde f je unárńı funkčńı symbol.

(a) Je sentence (∀x)(∀y)(f(x) = y) pravdivá / lživá / nezávislá v T? Uved’te zd̊uvodněńı.
(2b)

(b) Je teorie T konzervativńı extenźı teorie T ′ = {(∃y1)(∃y2)(∀x)(x = y1 ∨ x = y2)} jazyka
L′ = 〈〉 s rovnost́ı? Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)

(c) Jsou teorie T a T ′ kompletńı?. Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)

(d) Je teorie T ekvivalentńı nějaké otevřené teorii? Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)
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