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1. Pokryt́ı šachovnice n× n kostkami domina je takové rozmı́stěńı kostek na šachových poĺıch,
že každá kostka pokrývá (svisle či vodorovně) dvě sousedńı šachová pole a každé pole je
pokryto právě jednou kostkou. Chceme (rezolućı ve VL) dokázat (pro pevné n) jisté vlastnosti
takových pokryt́ı. Necht’ množina prvovýrok̊u je

Pn = {pi,j | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j < n} ∪ {qi,j | 1 ≤ i < n, 1 ≤ j ≤ n},

kde pi,j reprezentuje, že “pole (i, j) je pokryto (vodorovně) kostkou společně s polem (i, j+1)”,
a qi,j reprezentuje, že “pole (i, j) je pokryto (svisle) kostkou společně s polem (i+ 1, j).”

(a) Napǐste výroky ϕi,j nad Pn vyjadřuj́ıćı, že “pole (i, j) je pokryto právě jednou kostkou”.
Stač́ı uvést př́ıslušný výrok ϕi,j pro

(i) i = j = 1 (rohové pole),

(ii) i = 1, 1 < j < n (krajńı nerohové pole),

(iii) 1 < i < n, 1 < j < n (vnitřńı pole),

pro ostatńı (krajńı) pole výroky psát nemuśıte (jsou obdobné). (2b)

(b) Pro jaká n je teorie Tn = {ϕi,j | 1 ≤ i, j ≤ n} splnitelná? (2b)

(c) Nyńı n = 3. Pomoćı implikace napǐste výrok ψ nad P3 vyjadřuj́ıćı, že “je-li pole (1, 1)
pokryto vodorovně, je i pole (3, 3) pokryto vodorovně”. Pomoćı T3 a ψ nalezněte teorii
T ′3, která je nesplnitelná, právě když T3 |= ψ. (2b)

(d) Ukažte, že T ′3 `R �. Rezolučńı zamı́tnut́ı znázorněte rezolučńım stromem. Nápověda:
stač́ı pět rezolučńıch krok̊u. (4b)

2. Bud’ T = {P (x)∨Q(x)} teorie v jazyce L = 〈P,Q〉 bez rovnosti, kde P,Q jsou unárńı relačńı
symboly, a LC bud’ extenze L o nové r̊uzné konstantńı symboly ci s i ∈ N.

(a) Sestrojte dokončené tablo z teorie T s položkou F⊥ v kořeni, kde ⊥ je sentence
(∀x)P (x) ∧ ¬(∀x)P (x). (3b)

(b) V tablu z předchoźıho bodu nalezněte větev V a kanonický model A z V takový, že
A |= P (x). (3b)

(c) Nalezněte dvě neekvivalentńı jednoduché kompletńı extenze teorie T . (2b)

(d) Bud’ T ′ extenze T o definice nových binárńıch relačńıch symbol̊u R a S po řadě formu-
lemi (P (x) ∧ ¬Q(y)) resp. (¬P (x) ∧ Q(y)). Napǐste formuli ϕ(x, y) jazyka L takovou,
že T ′ |= ϕ(x, y)↔ (R(x, x) ∨ S(y, y)). (2b)

3. Teorie těles T jazyka L = 〈+,−, ·, 0, 1〉 má mezi axiomy jediný axiom ϕ, který neńı otevřený:

x 6= 0 → (∃y)(x · y = 1).

Vı́me, že racionálńı č́ısla se standardńımi operacemi tvoř́ı těleso a

T |= 0 · y = 0, T |= (x 6= 0 ∧ x · y = 1 ∧ x · z = 1) → y = z.

(a) Je T otevřeně axiomatizovatelná? Zd̊uvodněte. (2b)

(b) Napǐste Skolemovu variantu ϕS generálńıho uzávěru formule ϕ s novým funkčńım sym-
bolem f . Necht’ T ′ je teorie vzniklá z T nahrazeńım ϕ za ϕS . Je T ′ |= ϕ? Zd̊uvodněte.
(2b)

(c) Necht’ ψ je formule x · y = 1∨ (x = 0∧ y = 0). Napǐste extenzi T ∗ teorie T o definovaný
funkčńı symbol f formuĺı ψ. (2b)

(d) Je T ∗ ekvivalentńı teorii T ′? Zd̊uvodněte. (2b)
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