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1. Necht’ Cn = 〈V,E〉 je neorientovaný cyklus délky n ≥ 2, t.j. graf s vrcholy V = {1, 2, . . . , n}
a hranami E = {{i, i + 1} | 1 ≤ i < n} ∪ {{n, 1}}. Ř́ıkáme, že množina A ⊆ E je perfektńı
párováńı, pokud každý vrchol je incidentńı s právě jednou hranou z A.

Chceme (rezolućı ve VL) ukázat, že pro liché n (speciálně pro n = 3) nemá cyklus Cn

perfektńı párováńı. Necht’ Pn = {p{i,j} | {i, j} ∈ E} je množina prvovýrok̊u, kde p{i,j}
reprezentuje, že “hrana {i, j} je v množině A”.

(a) Napǐste výrok ϕi, kde 1 ≤ i ≤ n, nad Pn vyjadřuj́ıćı, že “i-tý vrchol je incidentńı s
právě jednou hranou z A”. Pomoćı výrok̊u ϕi napǐste teorii Tn vyjadřuj́ıćı, že “množina
A je perfektńı párováńı.” (2b)

(b) Necht’ nyńı n = 3. Nalezněte množinovou reprezentaci teorie T3. (2b)

(c) Ukažte rezolućı, že T3 je nesplnitelná teorie. (4b)

(d) Je T3 `LI � ? Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)

2. Jsou dána následuj́ıćı tvrzeńı:

(i) Existuje student, který pokud slož́ı zkoušku z logiky, tak zkoušku z logiky slož́ı všichni
studenti.

(ii) Existuje student, který pokud slož́ı zkoušku z logiky, tak všichni studenti slož́ı zkoušku
z algebry.

(a) Formalizujte tvrzeńı (i), (ii) po řadě jako sentence ϕ, ψ v jazyce L = 〈P,R〉 bez rovnosti,
kde P,R jsou unárńı relačńı symboly a P (x), R(x) znač́ı, že “student x slož́ı zkoušku z
logiky”, resp. “student x slož́ı zkoušku z algebry”. (2b)

(b) Tablo metodou rozhodněte, které z formuĺı ϕ, ψ jsou logicky pravdivé. Jako zd̊uvodněńı
uved’te př́ıslušná dokončená tabla. (4b)

(c) Zvolte libovolnou bezespornou větev V v jednom z tabel z (b) a sestrojte kanonický
model A z větve V . (2b)

(d) Je teorie {ψ} v jazyce L konzervativńı extenźı teorie {ϕ} v jazyce L′ = 〈P 〉? Uved’te
zd̊uvodněńı. (2b)

3. Bud’ T = {(∀x)(∃y)f(y) = x, f(x) = f(y)→ x = y} teorie v jazyce L = 〈f〉 s rovnost́ı, kde
f je unárńı funkčńı symbol.

(a) Nalezněte extenzi T ′ teorie T o definici nového unárńıho funkčńıho symbolu g takovou,
že T ′ |= f(g(x)) = x. (2b)

(b) Napǐste formuli ϕ(x, y) jazyka L takovou, že T ′ |= ϕ(x, y)↔ g(g(x)) = y. (2b)

(c) Je teorie T ′ otevřeně axiomatizovatelná? Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)

(d) Bud’ A = 〈Z, fA〉, kde fA(m) = m+2 pro každé m ∈ Z. Kolik má struktura A navzájem
neizomorfńıch podstruktur? (2b)
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