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1. Mějme tři bratry, přičemž o každém v́ıme, že bud’ vždy ř́ıká pravdu anebo vždy lže.

(i) Nejstarš́ı ř́ıká: “Právě jeden z mých bratř́ı je lhář.”

(ii) Prostředńı ř́ıká: “Aspoň jeden z mých bratř́ı je lhář.”

(iii) Nejmladš́ı ř́ıká: “Nejvýše jeden z mých bratř́ı je lhář.”

Necht’ prvovýroky p1, p2, p3 reprezentuj́ı (po řadě), že “nejstarš́ı / prostředńı / nejmladš́ı
bratr je pravdomluvný” a označme P = {p1, p2, p3}.

(a) Napǐste výroky (ve tvaru ekvivalence) ϕ1, ϕ2, ϕ3 nad P reprezentuj́ıćı znalosti vyplývaj́ıćı
(po řadě) z (i), (ii), (iii). (2b)

(b) Určete množinu MP(T ) všech model̊u teorie T = {ϕ1, ϕ2, ϕ3} nad P. (2b)

(c) Dokažte pomoćı rezoluce, že z T vyplývá, že nejmladš́ı bratr je pravdomluvný. (4b)

(d) Odpov́ı-li nám prostředńı bratr na otázku: “Složil už někdo z vás zkoušku z logiky?”,
budeme vědět, jak na tutéž otázku odpov́ı ostatńı bratři? Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)

2. Necht’ T = {(∀x)¬P (x, x), (∃x)(∀y)(P (x, y) → P (y, x)), (∀x)(∀y)(P (x, y)∧P (y, x) → P (x, x)),
(∀x)(∃y)P (x, y)} je teorie jazyka L = 〈P 〉 bez rovnosti, kde P je binárńı relačńı symbol.

(a) Skolemizaćı nalezněte k T ekvisplnitelnou teorii T ′ (nad vhodně rozš́ı̌reným jazykem)
axiomatizovanou pouze univerzálńımi sentencemi. (2b)

(b) Tablo metodou dokažte, že T ′ je nesplnitelná. (4b)

(c) Necht’ T ′′ je teorie tvořená právě otevřenými jádry axiomů teorie T ′. Nalezněte kon-
junkci základńıch instanćı axiomů T ′′, která je nesplnitelná. Nápověda: využijte tablo z
(b). (2b)

(d) Je teorie T kompletńı? Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)

3. Necht’ T = {R(x, y) → x = y, ϕ} je teorie jazyka L = 〈R〉 s rovnost́ı, kde R je binárńı relačńı
symbol a axiom ϕ vyjadřuje, že “existuj́ı právě 3 prvky”.

(a) Určete, kolik má teorie T navzájem neizomorfńıch model̊u. (2b)

(b) Napǐste dvě neekvivalentńı jednoduché kompletńı extenze teorie T . (2b)

(c) Je teorie T otevřeně axiomatizovatelná? Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)

(d) Necht’ T ′ = T ∪ {R(c1, c1),¬R(c2, c2)} je teorie v jazyce L = 〈R, c1, c2〉 s rovnost́ı, kde
c1, c2 jsou nové konstantńı symboly. Je T ′ konzervativńı extenze T? Uved’te zd̊uvodněńı.
(2b)
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