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Linearni rezoluce

Stejné jako ve VL, rezolucni metodu Ize znacne omezit (bez ztraty uplnosti).

@ Linearni dukaz klauzule C z formule S je kone¢na posloupnost dvojic
(Co,Bo), - - -, (Cy, By) t.2. Gy je varianta klauzule v S a pro kazdé i < n

i) B, je varianta klauzule v S nebo B; = C; pro néjaké j < i, a

ii) Ciy1 je rezolventa C; a B;, kde C,.1 = C.
@ C je linedrné dokazatelna z S, psano S+ C, ma-li linearni dikaz z S.
@ Linearni zamitnuti S je linearni dikaz O z S.

@ Sje linearné zamitnutelna, pokud S O1.

Véta S je linearné zamitnutelna, pravé kdyZz S je nesplnitelna.

Dukaz (=) Kazdy linearni dikaz Ize transformovat na rezolu¢ni dikaz.
(<) Plyne z Uplnosti linearni rezoluce ve VL (nedokazovano), nebot lifting
lemma zachovava linearitu odvozeni. [
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LI-rezoluce

Stejné jako ve VL, pro Hornovy formule muZeme linearni rezoluci dal omezit.
@ Ll-rezoluce (“linear input”) z formule S je linearni rezoluce z S, ve které
je kazda bocni klauzule B; variantou klauzule ze (vstupni) formule S.

@ Je-li klauzule C dokazatelna LI-rezoluci z S, piSeme S +;; C.

@ Hornova formule je mnozina (i nekone¢na) Hornovych klauzuli.

@ Hornova klauzule je klauzule obsahujici nejvySe jeden pozitivni literal.

@ Faktje (Hornova) klauzule {p}, kde p je pozitivni literdl.

@ Pravidlo je (Hornova) klauzule s pravé jednim pozitivnim a aspon jednim
negativnim literalem. Pravidla a fakta jsou programové klauzule.

@ Cilje neprazdna (Hornova) klauzule bez pozitivniho literalu.

Véta Je-li Hornova T splnitelna a T U {G} nesplnitelna pro cil G, lze O
odvodit LI-rezoluci z T U { G} zacinajici G.

Dikaz Plyne z Herbrandovy véty, stejné véty ve VL a lifting lemmatu. [J
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Linearni rezoluce a LI-rezoluce
Program v Prologu

Program (v Prologu) je Hornova formule obsahujici pouze programové
klauzule, tj. fakta nebo pravidla.

syn(X,Y) :— otec(Y, X), muz(X). {syn(X,Y), —otec(Y, X), ~muz(X)}
syn(X,Y) :— matka(Y, X), muz(X). {syn(X,Y), - matka(Y, X ), ~muz(X)}
muz(jan). {muz(jan)}

otec(jiri, jan). {otec(jiri, jan)}

matka(julie, jan). {matka(julie, jan)}

?7— syn(jan, X) P (3X)syn(jan,X) ? {=syn(jan, X)}

Zajima nas, zda dany existencni dotaz vyplyva z daného programu.
Dusledek Pro program P acil G = {-A,,...,—A,} vproménnych Xy, ..., Xy,
(1) PE(3Xy)...(3Xn) (A1 A ... AN Ay), pravé kdyZ
(2) O Ize odvodit LI-rezoluci z P U { G} zacinajici (variantou) cile G.
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Lineérni rezoluce a LI-rezoluce
LI-rezoluce nad programem

Je-li odpoved’ na dotaz kladna, chceme navic znat vystupni substituci.

Vystupni substituce o Ll-rezoluce O z P U { G} zadinajici G = {—4;,

je slozeni mgu v jednotlivych krocich (jen na proménné v G). Plati,
PE (A N...NAp)o.

Ay

{=syn(jan, X)} {syn(X",Y"), motec(Y', X'), ~muz(X')}
X'/jan|Y'/X

{-otec(X, jan), ~muz(jan)} {muz(jan)}  {=syn(jan,X)} {syn(X",Y"), ~matka(Y’', X'), ~muz(X')}
X'/jan ‘ Y'/X

{—otec(X, jan)} {otec(jiri, jan)} {—matka(X, jan), ~muz(jan)} {muz(jan)}
X/jiri | — |
] {—matka(X, jan)}  {matka(julie, jan)}
Xfjutie | ___—
a) b) O

Vystupni substituce a) X = jiri, b) X = julie.
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Axiomaticky pristup
@ zakladni logické spojky a kvantifikatory: -, —, (Vx) (ostatni odvozené)
@ dokazuji se libovolné formule (nejen sentence)
@ logické axiomy (schémata logickych axiom()
(i) o= (W )
(i) (p—= @ —=x) = (=)= (p—x)
(iii) (e = =) = (¥ = ¢)

(iv) (Vx)p — o(x/t) je-li t substituovatelny za x do ¢
(v) (Vx)(p = ) = (p = (Vx)¢) neni-li x volna proménna ve ¢
kde ¢, 1, x jsou libovolné formule (daného jazyka), t je libovolny term a

x je libovolna proménna.

~

@ je-li jazyk s rovnosti, mezi logické axiomy patfi navic axiomy rovnosti
@ odvozovaci (deduktivni) pravidla
0, =Y
(g

(modus ponens), —— (generalizace)

(Vx)p
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. o
Pojem dukazu

Dukaz (Hilbertova stylu) formule ¢ z teorie T je konec¢na posloupnost
©o, - - -, pn = w formuli takova, Zze pro kazdé i < n

@ o; je logicky axiom nebo ¢; € T (axiom teorie), nebo

@ ¢; Ize odvodit z pfedchozich formuli pomoci odvozovacich pravidel.

Formule ¢ je dokazatelnav T, ma-liddkaz z T, zna¢ime T g .

Véta Pro kaZdou teorii T a formulip, Tty = T = .
Dukaz
@ Je-li p € T nebo logicky axiom, je T = ¢ (logické axiomy jsou tautologie),
@ jestize TEpaTEp— 1, pak T | 9, tj. modus ponens je korektni,
@ jestlize T |= ¢, pak T = (Vx)yp, tj. pravidlo generalizace je korektni,
@ tedy kazda formule vyskytujici se v dikazu z T plativ T. [

Poznamka Plati i dplnost, tj. T |= ¢ = T bu ¢ pro kaZdou teorii T a formuli ¢.
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Teorie struktury

Mnohdy nas zajima, co plati v jedné konkrétni strukture.

Teorie struktury A je mnozina Th(.A) sentenci (stejného jazyka) platnych v A.
Pozorovani Pro kazdou strukturu A a teorii T jazyka L,
(i) Th(A) je kompletni teorie,
(ii) je-li A= T, je Th(A) jednoducha (kompletni) extenze teorie T,
(iii) je-li A= T a T je kompletni, je Th(A) ekvivalentni s T,
tj. 01 (T) = Th(A).

Napf. proN = (N, S, +, -, 0, <) je Th(N) je aritmetika pfirozenych cisel.

Poznamka Pozdéji uvidime, Ze ackoliv je Th(N) kompletni teorie, je
(algoritmicky) nerozhodnutelna.
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Elementarni ekvivalence

@ Struktury A a B jazyka L jsou elementarné ekvivalentni, psano A = 13,
pokud v nich plati stejné formule (jazyka L), tj. Th(.A) = Th(B).
Napf. (R, <) = (Q, <), ale (Q, <) # (Z, <), nebot v (Z, <) mé kazdy
prvek bezprostiedniho naslednika, zatimco v (Q, <) ne.

@ T je kompletni, pravé kdyZz ma az na el. ekvivalenci pravé jeden model.

Napr. teorie DeLO hustych linedrnich uspofadani bez konct je kompletni.

Zajima nas, jak vypadaji modely dané teorie (aZ na elementarni ekvivalenci).

Pozorovani Pro modely A, B teorie T plati A = B, prave kdyz Th(A), Th(B)
jsou ekvivalentni (jednoduché kompletni extenze teorie T).

Poznamka Lze-li efektivné (rekurzivne) popsat pro efektivné danou teorii T,
jak vypadaji vSechny jeji kompletni extenze, je T (algoritmicky) rozhodnutelna.
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Jednoduché kompletni extenze - priklad

Teorie DeLO* hustého linearniho usporadani jazyka L = (<) s rovnosti je

x<x

X<y AN y<x — x=Yy
X<y Ny<z — x<z
x<y V y<x

x<y —
(3x)(3y) (x # y)

kde ‘'x < y' jezkratkaza'x <y A x# ¥’

(Fz) (x<z N z<Yy)

(reflexivita)
(antisymetrie)
(tranzitivita)
(dichotomie)
(hustota)
(netrivialita)

Oznagme o, 1) sentence (3x)(Vy)(x < y), resp. (3x)(Vy)(y < x). Uvidime, ze

DeLO = DeLO* U {—p, )},
DeLO" = DeLO* U {—¢, ¢}

3

jsou vSechny (neekvivalentni) jednoduché kompletni extenze teorie DeLO*.
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Dusledek véty o spocetném modelu

Pomoci kanonického modelu (s rovnosti) jsme dFive dokazali nasledujici vétu.

Véta Necht' T je bezespornd teorie spocetného jazyka L. Je-li L bez rovnosti,
ma T model, ktery je spocetne nekonecny. Je-li L s rovnosti, ma T model,
ktery je spocetny.

Dusledek Ke kazdé struktufe A spoéetného jazyka bez rovnosti existuje

spocetne nekonecna elementarnée ekvivalentni struktura B.

Dikaz Teorie Th(A) je bezesporna, nebot ma model A. Dle pfedchozi véty
ma spocetné nek. model B. Jelikoz je teorie Th(.A) kompletni, je A=B. O

Dusledek Ke kaZdé nekonecné strukture A spocetného jazyka s rovnosti
existuje spocetné nekonecna elementarné ekvivalentni struktura B.

Dukaz Obdobné jako vySe. Jelikoz v A neplati sentence “existuje pravé n
prvki”pro zadné n € N a A = B, neni B kone¢na, tedy je nekone¢na. [
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Spocetné algebraicky uzavrené téleso

Rekneme, Ze téleso A je algebraicky uzaviené, pokud v ném kazdy polynom
(nenulového stupné) ma koren, tj. pro kazdé n > 1 plati

Al (VX 1) ... (V)G + X1 - Y Xy + X = 0)
kde y* je zkratka zaterm y -y - --- -y (- aplikovano (k — 1)-krét).
Napf. téleso C = (C, +, —, -,0,1) je algebraicky uzaviené, zatimco telesa
R a Q nejsou (nebot polynom x* + 1 v nich nema koren).
Dusledek Existuje spocetné algebraicky uzaviené téleso.

Duikaz Dle predchoziho dusledku existuje spocetna struktura (nekonecna),
ktera je elementarné ekvivalentni s télesem C, tedy je to rovnéz algebraicky
uzaviené téleso. [
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Izomorfismus struktur

Necht A, B jsou struktury jazyka L = (F,R).

@ Bijekce h: A — B je izomorfismus struktur A a B, pokud plati zaroven
(i) h(fYa....an) = fP(h(@),. ... hay))
pro kazdy n-arni funkéni symbol f € F akazdé ay,...,a, € A,
(iiy RMai,...,a,) <= RE(h(a),..., h(ay))
pro kazdy n-arni relacni symbol R € R a kazdé ay, ..., a, € A.

@ A a B jsou izomorfni (via h), psano A ~ B (A ~;, B), pokud existuje
izomorfismus h struktur A a B. Rikdme rovnéz, e A je izomorfni s B.

@ Automorfismus struktury A je izomorfismus A s A.

Napf. potencni algebra P(X) = (P(X),—,N,U, 0, X) s X = n je izomorfni

s Booleovou algebrou "2 = ("2, —, Auy,Va, 0p, 1) Via h: A — xa, kde xa
je charakteristicka funkce mnoZiny A C X.
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Izomorfismus a sémantika

Uvidime, Ze izomorfismus zachovava sémantiku.
Tvrzeni Necht A, B jsou struktury jazyka L = (F,R). Bijekce h: A — B je
izomorfismus A a B, pravé kdyZ plati zaroveri

(i) h(t'[e]) = tB[he pro kaZdy termt a e: Var — A,

(ii) AEyple] & BE¢lhe pro kaZdou formuli ¢ a e: Var — A.

Dikaz (=) Indukci dle struktury termu ¢, respektive formule .

(<) Dosazenim termu f(xi, ..., x,) do (i) ¢i atomické formule R(xy, ..., x,)
do (ii) pro ohodnoceni e(x;) = a; mame, ze h vyhovuje def. izomorfismu. [

Dusledek Pro kaZdé struktury A, B stejného jazyka,

A~B = A=B.
Poznamka Obracena implikace obecné neplati, napri. (Q, <) = (R, <), ale
(Q.<) # (R. <), nebot' |Q| = w a [R| = 2v.
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Konecné modely s rovnosti

Tvrzeni Pro kaZzdé konecné struktury A, B stejného jazyka s rovnosti,
A=B = A~B.
Dikaz Je |A| = |B|, nebot Ize vyjadfit “existuje prave n prvkd’.
@ Necht A’ je expanze A do jazyka L' = LU {cs}aca O jména prvku z A.
@ Ukazeme, Ze B Ize expandovat na B’ do jazyka L' tak, ze A’ = B’. Pak
ztejmé h: a — c& je izomorfismus A’ s B’ a tedy i izomorfismus A s B.
@ Stadi ukazat, ze pro kazdé ¢!’ = a € Aexistuje b € B t.2. (A, a) = (B, D).
@ Oznacme Q mnozinu formuli o(x) t.2. (A, a) = v(x/cq), i. A = ¢le(x/a)].
@ Jelikoz je A konec¢né, existuje konecné formuli ¢o(x), ..., om(x) tak, ze
pro kazdé ¢ € Q je A E ¢ + p; pro néjaké i.
o Jelikoz B= A = (3x) A<, ir €Xistuje b € Bt.2. B = A\, pile(x/b)].
@ Tedy pro kazdou ¢ € j(; B = ple(x/b)], tj. (B,b) E v(x/cs). O
Dusledek Ma-li kompletni teorie jazyka s rovnosti konecny model, jsou
v8echny jeji modely izomorfni.
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Kategori¢nost

@ [zomorfni spektrum teorie T je poCet I(x, T) navzajem neizomorfnich
modell teorie T pro kazdou kardinalitu .

@ Teorie T je x-kategorickd, pokud ma az na izomorfismus pravé jeden
model kardinality «, tj. I(x, T) = 1.

Tvrzeni Teorie DeLO (. “bez koncy”) je w-kategoricka.

Dikaz Necht A, B = DeLO s A = {a;}ien, B= {b;}icn. Indukci dle n Ize
nalézt prosté parcialni funkce h, C h,; C A x B zachovavajici usporadani
tak, ze {a;}i<n, C dom(hy,) a {b;}i<, C rng(hy). Pak A ~ Bvia h = Uh,. O

Obdobné dostaneme, Ze napf. A = (Q,<), A (0,1], A[[0,1), A [0,1]
jsou az na izomorfismus vSechny spocetné modely teorie DeLO*. Pak

0 prokeN,
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w-kategorické kritérium kompletnosti

Véta Necht jazyk L je spocetny.
(i) Je-li teorie T jazyka L bez rovnosti w-kategorickd, je kompletni.
(ii) Je-li teorie T jazyka L s rovnosti w-kategoricka a bez konecného
modelu, je kompletni.

Dikaz Kazdy model teorie T je elementarné ekvivalentni s néjakym
spocetné nekoneCnym modelem T, ale ten je az na izomorfismus jediny.
Tedy v8echny modely T jsou elementarné ekvivalentni, tj. T je kompletni. [

Napf. teorie DeLO, DeLO™, DeLO~, DeLO* jsou kompletni a jsou to véechny
(navzajem neekvivalentni) jednoduché kompletni extenze teorie DeLO*.

Vv

Poznamka Obdobné kritérium plati i pro vyssi kardinality neZ w.
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