Vyrokova a predikatova logika - XlI

Petr Gregor
KTIML MFF UK

ZS 2015/2016

Petr Gregor (KTIML MFF UK) Vyrokové a predikatové logika - XII



Zakladni algebraické teorie

@ Teorie grup nad jazykem L = (+, —,0) s rovnosti ma axiomy

x+(y+z)=x+y)+z (asociativita +)
0+x=x=x+40 (neutralita 0 k +)
X+(—x)=0=(—x)+x (—x je inverzni prvek k x)
@ Teorie komutativnich grup ma navicax. x + y = y+x  (komutativita +)
@ Teorie okruht je jazyka L = (+,—,-,0, 1) s rovnosti, ma navic axiomy
l-x=x=x-1 (neutralita 1 k -)
x-(y-z)=(x-y) -z (asociativita -)
x-(y+z)=x-y+x-z,(x+y)-z2=x-z+y-z (distributivita - k +)
@ Teorie komutativnich okruhi ma navicax. x-y=y-x (komutativita -)
@ Teorie teles stejného jazyka ma navic axiomy
x£0— 3y)(x-y=1) (existence inverzniho prvku Kk -)
0#41 (netrivialita)
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Axiomatizovatelnost

Zajima nas, zda se dana ast svéta da “dobfe” popsat.

Necht K C M(L) je tfida struktur jazyka L. Rekneme, Ze K je
@ axiomatizovatelna, pokud existuje teorie T jazyka L s M(T) = K,
@ konecnée axiomatizovatelna, pokud je axiomatizovatelna konec¢nou teorii,
@ oteviene axiomatizovatelna, pokud je axiomatizovatelna otevienou teorii,
@ teorie T je koneCné (oteviene) axiomatizovatelna, pokud M(T) je

konecné (respektive otevieng) axiomatizovatelna.
Pozorovani Neni-li K uzaviena na el. ekvivalenci, neni axiomatizovatelna.

Napfiklad
a) linedrni usporadani jsou konecné i oteviene axiomatizovatelna,

b) télesa jsou konecné axiomatizovatelna, ale ne otevieneé,

¢) nekonecné grupy jsou axiomatizovatelné, ale ne konecneé.
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Dusledek kompaktnosti

Véta Ma-li teorie T pro kazdé n € N alespori n-prvkovy model, ma i
nekonecny model.

Dukaz V jazyce bez rovnosti je to zfejmé, uvazme jazyk s rovnosti.

@ Oznatme T' = T U {¢; # c; | pro i # j} extenzi teorie T v rozSifeném
jazyce o spocetné nekone¢né mnoho novych konstantnich symbolu c;.

@ Dle predpokladu ma kazda kone¢na Cast teorie T model.
@ Tedy dle véty o kompaktnosti ma T’ model, ten je nutné nekonecny.
@ Jeho redukt na pavodni jazyk je hledany nekoneény model teorie T. [

Duisledek Ma-li teorie T pro kaZdé n € N alespori n-prvkovy model, neni
tfida vSech jejich konecnych modelli axiomatizovatelna.

Napr. nelze axiomatizovat konecné grupy, konecna télesa, atd. Avsak tfida
nekonecnych modelli teorie T jazyka s rovnosti je axiomatizovatelna.
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Konecna axiomatizovatelnost

Véta Necht K C M(L) aK = M(L) \ K, kde L je jazyk. Pak K je konecné
axiomatizovatelna, pravé kdyz K i K jsou axiomatizovatelné.

Dikaz (=) Je-li T koneCna axiomatizace K v uzavieném tvaru, pak teorie
s jedinym axiomem \/ _; —¢ axiomatizuje K. Nyni dokazme (<).
@ Necht T, S jsou teorie jazyka L takové, ze M(T) = K, M(S) = K.

@ Pak M(TUS)=M(T)nM(S) =10 adle véty o kompaktnosti existuji
kone¢né T C Ta 8 C Stakové, ze () = M(T'US') = M(T") N M(S).
@ Jelikoz

M(T) € M(T") C M(S') € M(S) = M(T),
je M(T) = M(T’), {j. kone¢na T’ axiomatizuje K. [J
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Kone¢na axiomatizovatelnost - priklad

Necht T je teorie téles. Rekneme, Ze téleso A = (A, +,—,-,0,1) je
@ charakteristiky 0, neexistuje-li zddné p € N+ takové, ze A = pl =0,
kde pl znaCiterm 1+ 1+ --- 4+ 1 ( 4 aplikovano (p — 1)-krat).
@ charakteristiky p, kde p je prvodislo, je-li p je nejmensit.z. A = pl = 0.
@ Trida téles charakteristiky p pro p prvocislo je konecné axiomatizovana
teorii T U {pl = 0}.
@ Trida téles charakteristiky 0 je axiomatizovana (nekonecnou) teorii
T"=Tu{pl#0|pe Nt}
Tvrzeni Trida K téles charakteristiky 0 neni kone¢né axiomatizovatelna.

Dukaz Staci dokazat, Ze K neni axiomatizovatelna. Kdyby M(S) = K, tak
S’ = SU T' ma model B, nebot kazda konecna S* C S’ ma model (téleso
prvociselné charakteristiky vetsi nez jakékoliv p vyskytujici se v axiomech

S*). Pak ale B € M(S) = K a zéroven B € M(T') = K, coz neni mozné. [
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Otevrena axiomatizovatelnost
Véta Je-li teorie T oteviené axiomatizovatelnd, pak kaZzda podstruktura
modelu T je rovnéZz modelem T.

Dikaz Necht T’ je oteviena axiomatika M(T), A= T aB C A. Vime, Ze
pro kazdé ¢ € T’ je B = ¢, nebot ¢ je oteviena. Tedy B je modelem T’. [

Poznamka Plati i obracena implikace, tj. je-li kaZda podstruktura modelu
teorie T rovnéz modelem T, pak T je oteviené axiomatizovatelna.

Napf. teorie DeLO neni oteviene axiomatizovatelna, nebot’ napf. kone¢na
podstruktura modelu DeL.O neni modelem Del.O.

Napfr. nejvyse n-prvkové grupy pro pevné n > 1 jsou oteviené axiomatizovany

TU{ \/ X = Xj},
i,j<n
L ) i#]
kde T je (otevrena) teorie grup.
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pefinovatenest
Definovatelné mnoziny
Zajima nas, které mnoZiny Ize v dané struktufe zadefinovat.
@ Mnozina definovana formuli p(x1, . .., x,) ve struktufe A je mnozina
X1, X)) = (@, ..., an) €AY | A= ple(xa/a, . .., Xn)an)]}.
Zkracenym zapisem, (%) = {a € AF | A |= ple(x/a)]}, kde %] = n.
@ Mnozina definovana formuli p(X,5) s parametry b € A7! ve struktufe A je
A b(x.7) = (@ e AT | A= gle(x/a.7/D))}.
Napf. pro ¢ = E(x,y) je ¢9?(x,y) mnoZina sousedu vrcholu b v grafu G.

@ Pro strukturu A, mnoZinu B C A a n € N oznaéme Df" (A, B) tfidu v8ech
mnozin D C A" definovatelnych ve struktufe .4 s parametry z B.

Pozorovani Df"(A, B) je uzaviend na dopinék, sjednoceni, prinik a
obsahuje (), A". Tedy tvofi podalgebru potencni algebry P(A™).
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Definovatelnost a automorfismy

Ukazeme, Ze definovatelné mnoZiny jsou invariantni vaci automorfismim.

Tvrzeni Necht' D C A" je mnoZina definovatelna ve struktufe A z parametru
b a h je automorfismus A, ktery je identicky na b. Pak h[D] = D.

Dikaz Necht D = p4(%, 7). Pak pro kazdé a@ € A
aeD & Al yle(X/a.y/b)] & A ¢lhe(x/a /D)
< Ak yple(x/ha,y/hb)] < Al ¢le(x/ha,y/b)] & hae D. O
Napf. graf G ma pravé jeden netriv. automorfismus h zachovavajici vrchol 0.
| R0 =0, h(1) =4, h(2) =3, h(3)=2, h4)=1

{0} = (= )90, {14} = (B(2,9))%", {2.3} = (0 # y AE(2,1))"

Navic mnoziny {0}, {1,4}, {2,3} jsou definovatelné z parametru 0. Tedy
Dfl(g7 {0}) - {®7 {0}” {1’ 4}7 {2‘ 3}7 {0” ]‘7 4}‘ {07 27 3}7 {17 4’ 27 3}7 {07 17 27 37 4}}'
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Rekurzivni a rekurzivné spocetné mnoziny
Které problémy jsou algoritmicky feSitelné?

@ Intuitivni pojem “algoritmus”|ze pfesné formalizovat (napf. pomoci TS).

@ P¥i vhodném kédovani pfirozenymi Cisly problém reprezentujeme jako
mnozinu kédu vstupl, na které je odpovéd ano (kladné instance). Napf.

SAT = {[¢] | ¢ je splnitelny vyrok v CNF}.

@ Mnozina A C N je rekurzivni, pokud existuje algoritmus, ktery pro kazdy
vstup x € N skondi a zjisti zda x € A (vystup ano/ne). Rikdme, Ze
takovy algoritmus rozhoduje, zda x € A.

@ Mnozina A C N je rekurzivné spocetna (r. s.), pokud existuje algoritmus,
ktery pro kazdy vstup x € N skondi, pravé kdyz x € A. Rikame, Ze takovy
algoritmus rozpoznava, ze x € A. Ekvivalentné, A je r. s. pokud existuje
algoritmus, ktery na vystup postupné generuje v§echny prvky A.

Pozorovani Pro kaZdé A C N plati, Ze A je rekurzivni < A, A jsou I. s.
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Rozhodnutelné teorie

Da se pravdivost sentence v dané teorii algoritmicky rozhodovat?.

Ptedpokladame (vzdy), Ze jazyk L je rekurzivni. Teorie T nad L je
rozhodnutelna, je-li Thm(T) rekurzivni, jinak je nerozhodnutelna.

Tvrzeni Pro kaZdou teorii T jazyka L s rekurzivné spoCetnou axiomatikou,
(i) Thm(T) je rekurzivné spocetna,
(ii) je-li navic T kompletni, je Thm(T) rekurzivni, t.j. T je rozhodnutelna.

Dikaz Konstrukce systematického tabla z T s Fy v kofeni predpoklada
danou enumeraci axiomd T. Ma-li T r. s. axiomatiku, je mozné ji poskytnout
algoritmicky. Pak konstrukce dava algoritmus, ktery rozpoznava T + .

Je-li navic T kompletni, pak pro kazdou sentenci g plati Tt/ ¢ < TF —p.
Tedy paralelni konstrukce systematickych tabel z T s Fp resp. Ty v kofeni
poskytuje algoritmus pro rozhodovani, zda T+ ¢. [
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Rekurzivné spocetna kompletace
Co kdyZ efektivné popiseme vsechny jednoduché kompletni extenze?

Rekneme, Ze mnozina véech (aZ na ekvivalenci) jednoduchych kompletnich
extenzi teorie T je rekurzivne spocetnad, existuje-li algoritmus «(i, j), ktery
generuje i-ty axiom j-té extenze (pfi néjakém ocCislovani), pfipadné oznami,
Ze (takovy axiom Ci extenze) neexistuje.

Tvrzeni Ma-li teorie T rekurzivné spoCetnou axiomatiku a mnoZina vsech
(az na ekvivalenci) jejich jednoduchych kompletnich extenzi je rekurzivné
spocetna, je T rozhodnutelna.

Dukaz Diky r. s. axiomatice poskytuje konstrukce systematického tabla z T
s Fo v kofeni algoritmus pro rozpoznani T + ¢. Pokud ale T t/ ¢, pak T' + =
v néjaké jednoduché kompletni extenzi T’ teorie T. To Ize rozpoznat paralelni
postupnou konstrukci systematickych tabel pro Ty z jednotlivych extenzi.

V i-tém stupni se sestroji tabla do i krokd pro prvnich i extenzi. [
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Pfiklady rozhodnutelnych teorii

Nésledujici teorie jsou rozhodnutelné, ackoliv jsou nekompletni.

@ teorie Cisté rovnosti; bez axiomu v jazyce L = () s rovnosti,

@ teorie unarniho predikatu; bez axiomi v jazyce L = (U) s rovnosti,
kde U je unarni relacni symbol,

@ teorie hustych linearnich usporadani DeLO*,

@ teorie algebraicky uzavienych téles v jazyce L = (+, —,+,0,1) s rovnosti,
s axiomy teorie téles a navic axiomy pro kazdé n > 1,

(Vxn_1) ... (V%) ) (Y + Xpo1 - Y 4 Xy + X0 = 0),
kde y* je zkratka zaterm y -y --- -y (- aplikovano (k — 1)-krat).
@ teorie komutativnich grup,

@ teorie Booleovych algeber.
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Rekurzivni axiomatizovatelnost
Rekurzivni axiomatizovatelnost

Daji se matematické struktury “efektivné” popsat?

@ Tfida K C M(L) je rekurzivné axiomatizovatelna, pokud existuje teorie T
jazyka L s rekurzivni axiomatikou a M(T) = K.

@ Teorie T je rekurzivné axiomatizovatelna, pokud M(T) je rekurzivné
axiomatizovatelna.

Tvrzeni Pro kaZdou konecnou strukturu A v koneéném jazyce s rovnosti
je Th(A) rekurzivné axiomatizovatelna. Tedy, Th(.A) je rozhodnutelna.

Dikaz Necht A= {a,...,a,}. Teorii Th(A) axiomatizujeme jednou sentenci
(tedy rekurzivné) kompletné popisujici .A. Bude tvaru “existuje prave n prvki
a,...,ay spliujicich pravé ty zakladni vztahy o funkénich hodnotach a
relacich, které plati ve strukture A.” [
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Rekurzivni axiomatizovatelnost
Priklady rekurzivni axiomatizovatelnosti

Nasledujici struktury A maji rekurzivné axiomatizovatelnou teorii Th(.A).

<), teorii diskrétnich linearnich usporadani,
<), teorii hustych linearnich usporadani bez konct (DeLO),

@ (N, S,0), teorii naslednika s nulou,

R, +,—,-,0,1), teorii redlné uzavfenych téles,

° (Z,
° (Q
(
@ (N, S, +,0), tzv. Presburgerovou aritmetikou,
° (
° (C,

0, 1), teorii algebraicky uzavfenych téles charakteristiky 0.

Dusledek Pro uvedené struktury je Th(A) rozhodnutelna.

Poznamka Uvidime, Ze aleN = (N, S, +, -, 0, <) rekurzivné axiomatizovat
nelze. (Vyplyva to z prvni Gédelovy véty o neuplnosti).
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