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Ekvisplnitelnost

Ukazeme, Ze problém spinitelnosti Ize redukovat na oteviené teorie.
@ Teorie T, T’ jsou ekvispinitelné, jestlize T ma model < T’ ma model.

@ Formule ¢ je v prenexnim (normalnim) tvaru (PNF), ma-li tvar

(Q1x1) ... (Quxn)¢',
kde Q; znac&i V nebo 3, proménné x, ..., X, jSou navzajem rizné a ¢’
je oteviena formule, zvana oteviené jadro. (Qi1x1) ... (Qnxy) je tzv. prefix.

@ Specialng, jsou-li vSechny kvantifikatory V, je ¢ univerzalni formule.

K teorii T nalezneme ekvisplnitelnou otevienou teorii ndasledujicim postupem.
(1) Axiomy teorie T nahradime za ekvivalentni formule v prenexnim tvaru.

(2) Pomoci novych funk&nich symboll je pfevedeme na ekvisplnitelné
univerzalni formule, tzv. Skolemovy varianty.

(3) Jejich oteviena jadra budou tvofit hledanou teorii.
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Vytykani kvantifikatort

Necht Q znaé&i kvantifikator ¥ nebo 3 a Q znadi opaény kvantifikator.
Pro kazdé formule ¢, ¢ takové, ze x neni volna ve formuli v,

—(Qx)p «+ (Qx)—p
Qx)p AN )

=
= )
= (Qx)p =)
= (V= (Q)y)
Uvedené ekvivalence Ize ovérit sémanticky nebo dokazat tablo metodou
(pfes generalni uzaver, neni-li to sentence).

—
<~
—
<~

Poznamka Predpoklad, Ze x neni volna ve formuli+ je v kaZzdé ekvivalenci
(kromé té prvni) nutny pro néjaky kvantifikator Q. Napf.

% ((Ex)P(x) A P(x)) < (3x)(P(x) A P(x))
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Pfevod na prenexni tvar

Tvrzeni Necht ¢’ je formule vznikla z formule ¢ nahrazenim nékterych
vyskyti podformule ) za formuli+)’. Jestlize T =1 < /', pak T = ¢ > ¢'.
Dikaz Snadno indukci dle struktury formule . [

Tvrzeni Ke kazdé formuli ¢ existuje ekvivalentni formule ¢’ v prenexnim
normalnim tvaru, tj. = ¢ < ¢’

Dikaz Indukci dle struktury ¢ pomoci vytykani kvantifikatorti, nahradou
podformuli za jejich varianty a vyuzitim pfedchoziho tvrzeni o ekvivalenci. [

Napr. ((Vz2)P(x,2) N P(y,2)) — —(3x)P(x,y)

(Vu)P(x, 1) A P(y.2)) — (vx)-P(x,y)

(Vu)(P(x, u) A P(y,2)) — (Vv)=P(v,y)

Cu)(P(x,u) N P(y,2)) — (Vv)=P(v,y))
Cu)(vu)((P(x,u) A P(y,2)) = =P(v,y))
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Skolemova varianta

Necht ¢ je sentence jazyka L v prenexnim normalnim tvaru, yi, ..., ¥n

jsou existencnée kvantifikované proménné ve ¢ (v tomto poradi) a pro kazdé
i < nnecht xi,..., X, jsou univerzalné kvantifikované proménné pred y;.
Ozna¢me L’ rozs§iteni L o nové n;-arni funkéni symboly f; pro kazdé i < n.

Necht ¢ je formule jazyka L', jez vznikne z formule ¢ odstranénim (3y;)
z jejiho prefixu a nahrazenim kazdého vyskytu proménné y; za term
filx1, ..., x,,). Pak formule ¢ se nazyva Skolemova varianta formule .

Napf. pro formuli

(Fy1) (V1) (Vxz) (Fy2) (Vs ) R(y1, X1, Xz, Yo, X3)
je nasleduji formule s jeji Skolemovou variantou

(vxl )(vxz)(vxf)’)R(f] » X1, Xz,ﬁ(X] 3 .sz), X3),
kde fi je novy konstantni symbol a f, je novy binarni funkcni symbol.
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Vlastnosti Skolemovy varianty

Lemma Necht ¢ je sentence (Vx;) ... (Vx,)(3y)v jazyka L a ¢’ je sentence
(Vx1) ... (VX)) (y/f(x1,...,%n)), kde f je novy funkéni symbol. Pak

(1) redukt A kaZzdého modelu A’ formule ¢’ na jazyk L je modelem o,

(2) kazdy model A formule ¢ Ize expandovat na model A’ formule ¢'.

Poznamka Na rozdil od extenze o definici funkéniho symbolu, expanze
v tvrzeni (2) tentokrat nemusi byt jednoznacna.

Dikaz (1) Necht A" |= ¢ a A je redukt A’ na jazyk L. Jelikoz pro kazdé
ohodnoceni e je A = y[e(y/a)], kde a = (f(x1,...,x,))" [e], plati A |= .
(2) Necht A |= . Pak existuje funkce f4: A" — A takova, Ze pro kazdé
ohodnoceni e plati A |= ¢[e(y/a)], kde a = fA(e(x1), ..., e(x,)), atedy
expanze A’ struktury A o funkci f4 je modelem '. [

Dusledek Je-li ¢’ Skolemova varianta formule ¢, obé tvrzeni (1) a (2)
pro , ©' rovnéz plati. Tedy o, ©' jsou ekvisplnitelné.
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Skolemova véta

Véta KaZda teorie T ma otevienou konzervativni extenzi T*.
Dukaz Lze pfedpokladat, Zze T je v uzavieném tvaru. Necht' L je jeji jazyk.
@ Nahrazenim kazdého axiomu teorie T za ekvivalentni formuli
v prenexnim tvaru ziskame ekvivalentni teorii 7°.
@ Nahrazenim kazdého axiomu teorie T° za jeho Skolemovu variantu

v rv

ziskame teorii T’ rozSifeného jazyka L'.

@ Jelikoz je redukt kazdého modelu teorie T’ na jazyk L modelem teorie T,
je T' extenze T.

@ Jelikoz i kazdy model teorie T Ize expandovat na model teorie T”, je to
extenze konzervativni.

@ Jelikoz kazdy axiom teorie T’ je univerzalni sentence, jejich nahrazenim
za oteviena jadra ziskame otevienou teorii T* ekvivalentnis T'. [

Dusledek Ke kaZdé teorii existuje ekvispinitelna oteviena teorie.
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Redukce nesplnitelnosti na troven VL
Je-li oteviena teorie nesplnitelna, Ize to “doloZit na konkrétnich prvcich”.
Napf. teorie

T= {P(x7y) \/R(x,y), ﬁP(CJ/L jR(x'/f(x))}

jazyka L = (P, R, f, c) nema model, coz Ize dolozit nesplnitelnou konjunkci
kone¢né mnoha instanci (nékterych) axiomu teorie T v konstantnich termech

(P(c,f(c)) V R(c, f(c))) A =P(c,f(c)) N =R(c, f(c)),
coz je Iziva formule ve tvaru vyroku
(pVvr) A =p A T,
Instance ¢(x; /1, ..., x,/1,) oteviené formule ¢ ve volnych proménnych
X1,..., Xy je zakladni (ground) instance, jsou-li vSechny termy #,..., ¢,

konstantni. Konstantni termy nazyvame také zakladni (ground) termy.
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Herbrandiv model

Necht L = (R, F) je jazyk s alespon jednim konstantnim symbolem.
(Je-li tfeba, do L pfidame novy konstantni symbol.)

@ Herbrandovo univerzum pro L je mnozina v§ech konstantnich terml z L.

Napf. pro L = (P, f,c), kde P je relacni, f je binarni funkcni, ¢ konstantni
A={c.f(c.c).f(f(c,0),0).f(e.f(c.0).f(f(c.c).f(c.c))....}

@ Struktura A pro L je Herbrandova struktura, je-li doména A Herbrandovo

univerzum pro L a pro kazdy n-arni funkéni symbol f € Fa t,...,t, € A,
A, t)=f(t,... t)

(vEetné n = 0, 1j. ¢* = ¢ pro kazdy konstantni symbol c).
Poznamka Na rozdil od kanonické struktury nejsou pfedepsané relace.
Napf. A = (A, PA fA ¢, kde PA =0, ¢* = caf?(c,c) = f(c,c), ....

@ Herbranduv model teorie T je Herbrandova struktura, jez je modelem T.
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Herbrandova véta

Véta Necht' T je oteviend teorie jazyka L bez rovnosti a s alespori jednim
konstantnim symbolem. Pak

(a) T ma Herbranduv model, anebo

(b) existuje konec¢né mnoho zakladnich instanci axiomt z T, jejichZ
konjunkce je nesplinitelna, a tedy T nema model.

Dukaz Necht T’ je mnozina vSech zakladnich instanci axiomud z T. Uvazme
dokoncené (napf. systematické) tablo  z T’ v jazyce L (bez pfidavani novych
konstant) s polozkou F_L v kofeni.
@ Obsahuje-li tablo 7 bezespornou vétev V, kanonicky model z vétve V je
Herbrandovym modelem teorie T.

@ Jinak je 7 sporné, ti. T’ - L. Navic je koneCné, tedy L je dokazatelny jen
z kone¢né mnoha formuli T', 1j. jejich konjunkce je nesplnitelna. [

Poznamka V pfipadé jazyka L s rovnosti teorii T rozsifime na T* o axiomy
rovnosti pro L a pokud T* méa Herbrandtv model A, zfaktorizujeme ho dle =*.
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Duasledky Herbrandovy véty

Necht L je jazyk obsahujici alespon jeden konstantni symbol.

Dusledek Pro kaZdou otevienou ¢(xy, ..., x,) jazyka L je (3x1) ... (3xn)e
pravdiva, pravé kdyZz existuji konstantni termy t;; jazyka L takove, Ze

je (vyrokova) tautologie.

Dukaz (3x1)...(3xn)e je pravdivd < (Vxi) ... (Vx,)—p je nesplnitelnd <
- je nesplnitelnd. Ostatni vyplyva z Herbrandovy véty pro —¢. [

Dusledek Oteviena teorie T jazyka L ma model, prave kdyz teorie T’
vsech zakladnich instanci axiomu z T ma model.

Dikaz Ma-li T model A, plati v ném kazda instance kazdého axiomu z T,
tedy A je modelem T’. Nema-li T model, dle H. véty existuje (konecné)
formuli z T’, jejichZ konjunkce je nesplnitelna, tedy T/ nema model. [
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Rezoluéni metoda v PL - Uvod

@ Zamitaci procedura - cilem je ukazat, ze danéa formule (Ci teorie)
je nesplnitelna.

@ Predpoklada oteviené formule v CNF (v mnozinové reprezentaci).
Literal je (tentokrat) atomicka formule nebo jeji negace.
Klauzule je kone€na mnozina literald, O znadi prazdnou klauzuli.
Formule (v mnoZinové reprezentaci) je mnozina (i nekone¢na) klauzuli.

Poznamka KaZdou formuli (teorii) umime pfevést na ekvisplnitelnou
otevienou formuli (teorii) v CNF, tj. na formuli v mnoZinové reprezentaci.

@ Rezolucni pravidlo je obecnéjsi - umoznuje rezolvovat pres literaly,
které jsou unifikovatelné.

@ Rezoluce v PL je zalozena na rezoluci ve VL a unifikaci.
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Gred
Lokalni vyznam proménnych

Proménné v ramci klauzule miZzeme pfejmenovat.
Necht ¢ je (vstupni) oteviena formule v CNF.
@ Formule ¢ je splnitelnd, pravé kdyz jeji generalni uzavér ¢’ je splnitelny.
@ Pro kazdé formule 1, x a proménnou x
E ()@ AX) & (YX)PA (VX)X
(i kdyz x je volna v ¢ a x zaroven).
@ Kazdou klauzuli ve ¢ Ize tedy nahradit jejim generalnim uzavérem.

@ Uzavéry klauzuli Ize variovat (pfejmenovat proménné).

Napf. variovanim druhé klauzule v (1) ziskame ekvisplnitelnou formuli (2).
(1) {{P(x), Qx,y)}, {=P(x), ~Q(y, X)} }
(2) {{P(x), Qx,y)}, {=P(v), ~Q(u, v) }}
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Prima redukce do VL

Herbrandova véta umoZriuje nasledujici postup. Je ale znacné neefektivni.

@ Necht S je (vstupni) formule v mnozinové reprezentaci.
@ Lze predpokladat, ze jazyk obsahuje alespon jeden konstantni symbol.
@ Necht' S’ je mnozina vSech zakladnich instanci klauzuli z S.

@ Zavedenim prvovyrokUl pro kazdou atomickou sentenci Ize S’ pfevést na
(pfipadné nekoneénou) vyrokovou formuli v mnozinové reprezentaci.

@ Rezoluci na Grovni VL ovéfime jeji nesplnitelnost.

Napr. pro S = {{P(x,y), R(x,y)}, {=P(c,y)}, {~R(x,f(x))}} je
§" = {{P(c,c),R(c, o)}, {P(c, f(c)), R(c, f(e)}, {P(f(c), f(c), R(f(c). f(e))} -,
{=P(c, )}, {=P(c. f(c)},- ... {~R(c. f(e)}, {-R(f(e), f(f(c))}- - }

nesplnitelna, nebot na udrovni VL je

S 2 {{P(c.f(c), R(c. f(e)} {~P(c. f(e)}, {=R(c. f(¢)}} Fr O
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zoluéni metoda v PL  IRSTINE (1 (6%

Substituce - priklady

vvvvv

a) {P(x),Q(x,a)}, {=P(y),~Q(b,y)} substituci x/b, y/a dostaneme
{P(b),Q(b,a)}, {—~P(a),-Q(b,a)} a z nich rezoluci {P(b),—P(a)}.
Nebo substituci x/y a rezoluci dle P(y) dostaneme {Q(y. a),~Q(b,y)}.

b) {P(x),Q(x,a),Q(b,y)}, {=P(v),-Q(u,v)} substituce x/b, y/a, u/b, v/a
dava {P(b),Q(b,a)}, {—-P(a),~Q(b,a)} a z nich rezoluci {P(b), —P(a)}.

c) {P(x),Q(x,2)}, {-P(y),~Q(f(y),y)} substituci x/f(z), y/z dostaneme
{P(f(2)), Qf(2), 2)}, {~P(2), ~Q(f(2), 2) } az nich {P(f(2)), ~P(2)}.

P¥i substituci x/f(a), y/a, z/a dostaneme {P(f(a)), Q(f(a),a)},
{=P(a),~Q(f(a),a)} a z nich rezoluci {P(f(a)), ~P(a)}. Pfedchozi
substituce je ale obecnéjsi.
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Substituce

@ Substituce je (kone€nd) mnozina o = {x;/t,...,x,/t,}, kde x; jsou
navzajem rdzné promenné a t; jsou termy, pficemz t; neni x;.

@ Jsou-li vSechny termy t; konstantni, je o zakladni substituce.
@ Jsou-li t; navzajem r(izné proménné, je o pfejmenovani promennych.
@ Vyrazje literél nebo term. (Substituci Ize aplikovat na vyrazy.)

@ Instance vyrazu E pfi substitucioc = {x;/t1,...,x,/t,} je vyraz Ec
vznikly z E sou¢asnym nahrazenim vSech vyskytd proménnych x; za t;.

@ Pro mnozinu vyraz(i S oznamé So mnozinu instanci Eo vyrazd E z S.
Poznamka JelikoZ substituce je sou¢asna pro vsechny proménné zaroven,
pfipadny vyskyt promenné x; v termu t; nevede k zfetézeni substituci.
Napr. pro S = {P(x), R(y, z)} a substitucioc = {x/f(y,z),y/x,z/c} je

So = {P(f(y.2)), R(x, 0)}.
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Skladani substituci

Zadefinujeme o tak, aby E(ot) = (Eo)T pro kaZdy vyraz E.
Napr. pro E = P(x,w, u), o = {x/f(y), w/v}, T ={x/a,y/g(x),v/w, u/c} je
Eo = P(f(y),v,u), (Eo)r = P(f(g(x)), w,c).
Pak by mélo bytor = {x/f(g(x)),y/g(x),v/w, u/c}.
Pro substituce o = {x;/t1,....,xp/tn} @7 ={)1/S1,...,Yn/Sn} definujeme
or ={x;/tir | x; € X, x;neni ;7 U{y;/s;i | yj € Y\ X}

sloZenou substitucio at,kde X = {x1,...,x,}aY ={y1,...,Ym}-

Poznamka Skladani substituci neni komutativni, napf. pro uvedené o a r je

To ={x/a,y/8(f(y)) u/c,w/v} # or.
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Skladani substituci - vlastnosti

Ukazeme, Ze definice vyhovuje nasemu poZadavku a skladani je asociativni.
Tvrzeni Pro kazdy vyraz E a substituce o, T, o plati
(i) (Eo)T = E(o7),
(ii) (o7)o = o(70).
Dikaz Necht o = {x;/t,....xp/tn} @7 ={)1/S1,...,Ym/Sm}. Staci uvazit
pfipad, kdy E je proménnd, feknéme v.
(i) Je-li v proménnd x; pro néjaké i, je vo = t; a (vo)T = t;7, COZ je v(oT)
dle definice or. Jinak vo = v a (vo)r = vr.
Je-li v proménna y; pro néjaké j, je dale (vo)r = vr = s;, coZ je v(oT)
dle definice o7. Jinak (vo)T = vr = v a zaroven v(oT) = V.
(ii) Opakovanym uzitim (i) dostaneme pro kazdy vyraz E,
E((o7)o) = (E(o7))o = ((Eo)T)e = (Eo)(70) = E(o(70)). O
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Unifikace

Necht S = {Ei, ..., E,} je (kone¢nd) mnozina vyrazu.

@ Unifikace pro S je substituce o takova, ze Eyo = Fyo = -+ - = E,0,
tj. So je singleton.
@ S je unifikovatelna, pokud ma unifikaci.

@ Unifikace o pro S je nejobecnéjsi unifikace (mgu), pokud pro kazdou
unifikaci 7 pro S existuje substituce ) takova, ze 7 = o \.

Napr. S = {P(f(x),y), P(f(a), w)} je unifikovatelna pomoci nejobecnéjsi
unifikace o = {x/a,y/w}. Unifikaci 7 = {x/a, y/b, w/b} dostaneme jako o\
pro A = {w/b}. T neni mgu, nelze z ni ziskat unifikaci o = {x/a,y/c, w/c}.

e

Pozorovani Jsou-li o, T rizné nejobecnéjsi unifikace pro S, lisi se pouze
pfejmenovanim proménnych.
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Unifikacni algoritmus

Necht S je (kone€na) neprazdna mnozina vyraz( a p je nejlevejsi pozice,
na které se néjaké dva vyrazy z S lisi. Pak neshoda v S je mnozina D(S)
podvyrazli za¢inajicich na pozici p ze vSech vyrazi v S .

NapF. pro S = {P(x,y), P(f(x), 2). P(z. f(x))} je D(S) = {x.f(x), z}.

Vstup Neprazdna (koneCnd) mnozina vyrazu S.

Vystup Nejobecnéjsi unifikace o pro S nebo “S neni unifikovatelna”.
(0) Necht Sy := S, 09 :=0, k:=0. (inicializace)
(

1) Je-li S singleton, vydej substituci o = ggo; - - - 0. (mgu pro S)
(2) Zjisti, zda v D(Sy) existuje proménna x a term ¢ neobsahujici x.
)

)

(3) Pokud ne, vydej “S neni unifikovatelna”.
(4) Jinak oyyq = {x/t}, Skr1 = Skoks1, k:=k+ 1 ajdina(1).

Poznamka Test vyskytu proménné x v termu t v kroku (2) miZe byt “drahy’.
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Rezoluéni metoda v PL Unifikace
Unifika¢ni algoritmus - priklad

S={P(f(y,8(2)), h(D)), P(f(h(w),g(a)),t), P(f(h(b),g(2)),¥)}
1) So = S neni singleton a D(Sy) = {y, h(w), h(b)} obsahuje term h(w) a
proménnou y nevyskytujici se v h(w). Pak o1 = {y/h(w)}, S1 = Spo1, 1j.
S1 = {P(f(n(w),8(2)), h(D)), P(f(h(w), g(a)),1), P(f(h(b),g(2)), h(w))}.
2) D(S1) = {w, b}, o2 = {w/b}, S = Si02, 1j.
S = {P(f(I(b),8(2)), h(D)), P(f(h(D),g(a)),t)}.
3) D(S) = {z,a}, o5 = {z/a}, S3 = S03, 1.
Ss = {P(f(h(D),g(a)), h(b)), P(f(h(b),g(a)), )},
4) D(S3) = {h(b), t}, o4 = {t/h(b)}, S4 = S304, 1j.
Sa = {P(f(h(D),g(a)), (b))}
5) 84 je singleton a nejobecnéjsi unifikace pro S je

o ={y/Mw){w/b}{z/a}{t/h(b)} = {y/h(D), w/b,z/a, t/h(b)}.
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UnifikaCni algoritmus - korektnost

Tvrzeni Pro kaZdé S unifikacni algoritmus vyda po kone¢né mnoha krocich

korektni vysledek, tj. nejobecnéjsi unifikaci o pro S nebo pozna, Ze S neni
unifikovatelna. (x) Navic, pro kazdou unifikaci T pro S plati, Ze T = o.
Dikaz V kazdém kroku eliminuje jednu proménnou, nékdy tedy skonci.

@ Skonci-li neaspéchem po k krocich, nelze unifikovat D(S;), tedy ani S.

@ Vyda-lio = ggo1 - - - 0y, j€ o evidentné unifikace pro S.

@ Dokazeme-li, Ze o ma vlastnost (x), je o nejobecnéjsi unifikace pro S.

1) Necht 7 je unifikace pro S. UkdZeme, 2e 7 = ogo; - - - o;7 pro kazdé i < k.

(

(2) Proi=0plati (1). Necht o, = {x/t}, pfedpokladejme 7 = g¢o; - - - 0;7.
(3) Stadi dokazat, ze vo;17 = vT pro kazdou proménnou v.

(4) Pro v # x je voirq = v, tedy plati (3). Jinak v = x a vojy; = X011 = t.
(5) Jelikoz 7 unifikuje S; = Sogo; -+ - 0; @a proménna x i term ¢ jsou v D(S;),

musi 7 unifikovat x a ¢, tj. 7 = x, jak bylo pozadovano pro (3). O
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