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Obecné rezolucni pravidlo

Necht klauzule C;, G, neobsahuji stejnou proménnou a jsou ve tvaru
C=CU{A,...,A}, G=CU{-By,...,mBn},
kde S = {A,,... Ay, By,..., By} Ize unifikovat a n, m > 1. Pak klauzule
C=CjoUCCpo,

kde o je nejobecnéjsi unifikace pro S, je rezolventa klauzuli C; a G,.

Napf. v klauzulich { P(x), Q(x,z)} a {=P(y), ~Q(f(¥),y)} Ize unifikovat

S={Q(x,z), Q(f(¥),y)} pomoci nejobecng&jsi unifikace o = {x/f(y),z/y}
a ziskat z nich rezolventu {P(f(y)), ~P(y)}.

Poznamka Podmince o riznych proménnych Ize vyhovét pfejmenovanim
promeénnych v ramci klauzule. Je to nutné, napf. z {{P(x)},{—-P(f(x))}}
Ize po pfejmenovani ziskat O, ale { P(x), P(f(x))} nelze unifikovat.
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Rezoluéni dikaz

Pojmy zavedeme jako ve VL, jen navic dovolime pfejmenovani proménnych.

@ Rezolucni dikaz (odvozeni) klauzule C z formule S je kone¢na
posloupnost Gy, ..., C, = C takova, Ze pro kazdé i < n je C; = Clo,
kde C; € S a o je pfejmenovani proménnych, nebo je C; rezolventou
néjakych dvou predchozich klauzuli (i stejnych).

@ Klauzule C je (rezoluci) dokazatelna z S, psano S - C, pokud ma
rezoluéni diukaz z S.

@ Zamitnuti formule S je rezolu¢ni dilkaz [0 z S.

@ S je (rezoluci) zamitnutelna, pokud S g .

Poznamka Eliminace vice literalt najednou je nékdy nezbytna, napf.
S={{P(x),P(y)},{-P(x),~P(y)}} je rezoluci zamitnutelna, ale nema
zamitnuti, pfi kterém by se v kazdém kroku eliminoval pouze jeden literal.
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zoluéni metoda v PL Rezoluéni dikaz

Priklad rezoluce

Mé&jme teorii T = {—P(x,x), P(x,y) — P(y,x), P(x,y) N P(y,z) — P(x,2)}.
Je T = (3x)—P(x, f(x))? Tedy, je nasledujici formule T’ nesplnitelnd?

T = {{_‘P(x7 x)},{ﬁP(x,y).,P(y, X)},{—\P(X7y),—\P(y, Z>7P(x7 Z)}v{P(x7f(x>)}}

e / \

{P(z,z) {=P(', o)}
//m/x\
{=P(f(z),2 {P(f(), ")}
i), N @~
{=P(x,y), =Py, 2), P(x, 2)} @)y {=Py), Py, o)} {P(, f(27)}
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Korektnost rezoluce

Nejprve ukazeme, Ze obecné rezolucni pravidlo je korektni.

Tvrzeni Necht C je rezolventa klauzuli C;, G,. Pro kazdou L-strukturu A,
AEC a A=EG = AEC

Dikaz Necht C, = C{ U {A,,... Ay}, G = CU{=By,...,~Bu}, oje

nejobecnéjsi unifikace pro S = {A;,..., A, By,...., By} a C= CloU Clo.
@ Jelikoz Gy, G, jsou oteviené, platii A = Cio a A E Cyo.
@ Mame Cyo = Cjo U {So}a Go = Clo U {—(So)}.
o Ukazeme, ze A |= Cle] pro kazdé e. Je-li A |= Sole], pak A = Cjole] a
tedy A = Cle]. Jinak A |~ So[e], pak A = Cj{o[e] atedy A |= Cle]. O

Véta (korektnost) Je-li formule S rezoluci zamitnutelna, je S nesplnitelna.

Dikaz Necht S g O. Kdyby A = S pro néjakou strukturu A, z korektnosti
rezoluéniho pravidla by platilo i A = 0O, coz neni mozné. M
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Lifting lemma
Rezolucni dukaz na drovni VL Ize “zdvihnout” na uroveri PL.

Lemma Necht Cf = Cin, C = G jsou zakladni instance klauzuli Cy, G,
neobsahujici stejnou promeénnou a C* je rezolventa C; a C5. Pak existuje
rezolventa C klauzuli C, a G, takova, Ze C* = Crm» je zakladni instance C.

Dukaz Prtedpokladejme, ze C* je rezolventa C;, C; pfes literal P(#, ..., &).

@ Paklzepsat C, = C/ U{A,,....A,}aC = CU{-B,,...,~ By}, kde

{A,...,Aptm ={P(tr,..., tx)} a{=By,...,~Byu}tm = {=P(t1, ..., t)}.
@ Tedy (m172) unifikuje S = {A,..., A, B1,..., By} aje-lic mgu pro S
z unifikaéniho algoritmu, pak C = C{o U Cjo je rezolventa C; a G,.
@ Navic (1172) = o(m172) z vlastnosti () pro ¢ a tedy
Crimy = (Clo U Cyo)rima = Clomima U Coorime = Cimp U Comy
=(CG\{A,...., A} )1 U (G \{-B1,...,Bn})7
= (

CI\{P(t1,....t6) ) U(CG\{=P(tr,....,x)}) =C*. O
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Rezoluéni metoda v PL Korektnost a tplnost
s

Dusledek Necht' S’ je mnoZina vsech zakladnich instanci klauzuli formule S.
Je-li §' =g C’' (na drovni VL), kde C' je zakladni klauzule, pak existuje
klauzule C a zakladni substituce o t.Z. C' = Co a S+x C (na drovni PL).

Dikaz Indukci dle délky rezoluéniho odvozeni pomoci lifting lemmatu. [

Véta (uplnost) Je-li formule S nesplnitelnd, je S x CJ.

Dikaz Je-li S nesplnitelna, dle (dusledku) Herbrandovy véty je nesplnitelnd i
mnozina S’ vSech zakladnich instanci klauzuli z S.

@ Dle uplnosti rezolu¢ni metody ve VL je S’ -z O (na Urovni VL).

@ Dle predchoziho dusledku existuje klauzule C a substituce o takova, ze
0= Co a Stg C (nadrovni PL).

@ Jedina klauzule, jejiz instance je O, je klauzule C=0. N1

Petr Gregor (KTIML MFF UK) Vyrokova a predikatova logika - X1 ZS 2016/2017 7/18



Linearni rezoluce

Stejné jako ve VL, rezolucni metodu Ize znacne omezit (bez ztraty uplnosti).

@ Linearni dukaz klauzule C z formule S je kone¢na posloupnost dvojic
(Co,Bo), - - -, (Cy, By) t.2. Gy je varianta klauzule v S a pro kazdé i < n

i) B, je varianta klauzule v S nebo B; = C; pro néjaké j < i, a

ii) Ciy1 je rezolventa C; a B;, kde C,.1 = C.
@ C je linedrné dokazatelna z S, psano S+ C, ma-li linearni dikaz z S.
@ Linearni zamitnuti S je linearni dikaz O z S.

@ Sje linearné zamitnutelna, pokud S O1.

Véta S je linearné zamitnutelna, pravé kdyZz S je nesplnitelna.

Dukaz (=) Kazdy linearni dikaz Ize transformovat na rezolu¢ni dikaz.
(<) Plyne z Uplnosti linearni rezoluce ve VL (nedokazovano), nebot lifting
lemma zachovava linearitu odvozeni. [
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LI-rezoluce

Stejné jako ve VL, pro Hornovy formule muZeme linearni rezoluci dal omezit.
@ Ll-rezoluce (“linear input”) z formule S je linearni rezoluce z S, ve které
je kazda bocni klauzule B; variantou klauzule ze (vstupni) formule S.

@ Je-li klauzule C dokazatelna LI-rezoluci z S, piSeme S +;; C.

@ Hornova formule je mnozina (i nekone¢na) Hornovych klauzuli.

@ Hornova klauzule je klauzule obsahujici nejvySe jeden pozitivni literal.

@ Faktje (Hornova) klauzule {p}, kde p je pozitivni literdl.

@ Pravidlo je (Hornova) klauzule s pravé jednim pozitivnim a aspon jednim
negativnim literalem. Pravidla a fakta jsou programové klauzule.

@ Cilje neprazdna (Hornova) klauzule bez pozitivniho literalu.

Véta Je-li Hornova T splnitelna a T U {G} nesplnitelna pro cil G, lze O
odvodit LI-rezoluci z T U { G} zacinajici G.

Dikaz Plyne z Herbrandovy véty, stejné véty ve VL a lifting lemmatu. [J
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Linearni rezoluce a LI-rezoluce
Program v Prologu

Program (v Prologu) je Hornova formule obsahujici pouze programové
klauzule, tj. fakta nebo pravidla.

syn(X,Y) :— otec(Y, X), muz(X). {syn(X,Y), —otec(Y, X), ~muz(X)}
syn(X,Y) :— matka(Y, X), muz(X). {syn(X,Y), - matka(Y, X ), ~muz(X)}
muz(jan). {muz(jan)}

otec(jiri, jan). {otec(jiri, jan)}

matka(julie, jan). {matka(julie, jan)}

?7— syn(jan, X) P (3X)syn(jan,X) ? {=syn(jan, X)}

Zajima nas, zda dany existencni dotaz vyplyva z daného programu.
Dusledek Pro program P acil G = {-A,,...,—A,} vproménnych Xy, ..., Xy,
(1) PE(3Xy)...(3Xn) (A1 A ... AN Ay), pravé kdyZ
(2) O Ize odvodit LI-rezoluci z P U { G} zacinajici (variantou) cile G.
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Lineérni rezoluce a LI-rezoluce
LI-rezoluce nad programem

Je-li odpoved’ na dotaz kladna, chceme navic znat vystupni substituci.

Vystupni substituce o Ll-rezoluce O z P U { G} zadinajici G = {—4;,

je slozeni mgu v jednotlivych krocich (jen na proménné v G). Plati,
PE (A N...NAp)o.

Ay

{=syn(jan, X)} {syn(X",Y"), motec(Y', X'), ~muz(X')}
X'/jan|Y'/X

{-otec(X, jan), ~muz(jan)} {muz(jan)}  {=syn(jan,X)} {syn(X",Y"), ~matka(Y’', X'), ~muz(X')}
X'/jan ‘ Y'/X

{—otec(X, jan)} {otec(jiri, jan)} {—matka(X, jan), ~muz(jan)} {muz(jan)}
X/jiri | — |
] {—matka(X, jan)}  {matka(julie, jan)}
Xfjutie | ___—
a) b) O

Vystupni substituce a) X = jiri, b) X = julie.
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Axiomaticky pristup
@ zakladni logické spojky a kvantifikatory: -, —, (Vx) (ostatni odvozené)
@ dokazuji se libovolné formule (nejen sentence)
@ logické axiomy (schémata logickych axiom()
(i) o= (W )
(i) (p—= @ —=x) = (=)= (p—x)
(iii) (e = =) = (¥ = ¢)

(iv) (Vx)p — o(x/t) je-li t substituovatelny za x do ¢
(v) (Vx)(p = ) = (p = (Vx)¢) neni-li x volna proménna ve ¢
kde ¢, 1, x jsou libovolné formule (daného jazyka), t je libovolny term a

x je libovolna proménna.

~

@ je-li jazyk s rovnosti, mezi logické axiomy patfi navic axiomy rovnosti
@ odvozovaci (deduktivni) pravidla
0, =Y
(g

(modus ponens), —— (generalizace)

(Vx)p
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. o
Pojem dukazu

Dukaz (Hilbertova stylu) formule ¢ z teorie T je konec¢na posloupnost
©o, - - -, pn = w formuli takova, Zze pro kazdé i < n

@ o; je logicky axiom nebo ¢; € T (axiom teorie), nebo

@ ¢; Ize odvodit z pfedchozich formuli pomoci odvozovacich pravidel.

Formule ¢ je dokazatelnav T, ma-liddkaz z T, zna¢ime T g .

Véta Pro kaZdou teorii T a formulip, Tty = T = .
Dukaz
@ Je-li p € T nebo logicky axiom, je T = ¢ (logické axiomy jsou tautologie),
@ jestize TEpaTEp— 1, pak T | 9, tj. modus ponens je korektni,
@ jestlize T |= ¢, pak T = (Vx)yp, tj. pravidlo generalizace je korektni,
@ tedy kazda formule vyskytujici se v dikazu z T plativ T. [

Poznamka Plati i dplnost, tj. T |= ¢ = T bu ¢ pro kaZdou teorii T a formuli ¢.
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Teorie struktury

Mnohdy nas zajima, co plati v jedné konkrétni strukture.

Teorie struktury A je mnozina Th(.A) sentenci (stejného jazyka) platnych v A.
Pozorovani Pro kazdou strukturu A a teorii T jazyka L,
(i) Th(A) je kompletni teorie,
(ii) je-li A= T, je Th(A) jednoducha (kompletni) extenze teorie T,
(iii) je-li A= T a T je kompletni, je Th(A) ekvivalentni s T,
tj. 01 (T) = Th(A).

Napf. proN = (N, S, +, -, 0, <) je Th(N) je aritmetika pfirozenych cisel.

Poznamka Pozdéji uvidime, Ze ackoliv je Th(N) kompletni teorie, je
(algoritmicky) nerozhodnutelna.

Petr Gregor (KTIML MFF UK) Vyrokova a predikatova logika - X1 ZS 2016/2017 14/18



Elementarni ekvivalence

@ Struktury A a B jazyka L jsou elementarné ekvivalentni, psano A = 13,
pokud v nich plati stejné formule (jazyka L), tj. Th(.A) = Th(B).
Napf. (R, <) = (Q, <), ale (Q, <) # (Z, <), nebot v (Z, <) mé kazdy
prvek bezprostiedniho naslednika, zatimco v (Q, <) ne.

@ T je kompletni, pravé kdyZz ma az na el. ekvivalenci pravé jeden model.

Napr. teorie DeLO hustych linedrnich uspofadani bez konct je kompletni.

Zajima nas, jak vypadaji modely dané teorie (aZ na elementarni ekvivalenci).

Pozorovani Pro modely A, B teorie T plati A = B, prave kdyz Th(A), Th(B)
jsou ekvivalentni (jednoduché kompletni extenze teorie T).

Poznamka Lze-li efektivné (rekurzivne) popsat pro efektivné danou teorii T,
jak vypadaji vSechny jeji kompletni extenze, je T (algoritmicky) rozhodnutelna.
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Jednoduché kompletni extenze - priklad

Teorie DeLO* hustého linearniho usporadani jazyka L = (<) s rovnosti je

x<x

X<y AN y<x — x=Yy
X<y Ny<z — x<z
x<y V y<x

x<y —
(3x)(3y) (x # y)

kde ‘'x < y' jezkratkaza'x <y A x# ¥’

(Fz) (x<z N z<Yy)

(reflexivita)
(antisymetrie)
(tranzitivita)
(dichotomie)
(hustota)
(netrivialita)

Oznagme o, 1) sentence (3x)(Vy)(x < y), resp. (3x)(Vy)(y < x). Uvidime, ze

DeLO = DeLO* U {—p, )},
DeLO" = DeLO* U {—¢, ¢}

3

jsou vSechny (neekvivalentni) jednoduché kompletni extenze teorie DeLO*.
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Dusledek véty o spocetném modelu

Pomoci kanonického modelu (s rovnosti) jsme dFive dokazali nasledujici vétu.

Véta Necht' T je bezespornd teorie spocetného jazyka L. Je-li L bez rovnosti,
ma T model, ktery je spocetne nekonecny. Je-li L s rovnosti, ma T model,
ktery je spocetny.

Dusledek Ke kazdé struktufe A spoéetného jazyka bez rovnosti existuje

spocetne nekonecna elementarnée ekvivalentni struktura B.

Dikaz Teorie Th(A) je bezesporna, nebot ma model A. Dle pfedchozi véty
ma spocetné nek. model B. Jelikoz je teorie Th(.A) kompletni, je A=B. O

Dusledek Ke kaZdé nekonecné strukture A spocetného jazyka s rovnosti
existuje spocetné nekonecna elementarné ekvivalentni struktura B.

Dukaz Obdobné jako vySe. Jelikoz v A neplati sentence “existuje pravé n
prvki”pro zadné n € N a A = B, neni B kone¢na, tedy je nekone¢na. [
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Spocetné algebraicky uzavrené téleso

Rekneme, Ze téleso A je algebraicky uzaviené, pokud v ném kazdy polynom
(nenulového stupné) ma koren, tj. pro kazdé n > 1 plati

Al (VX 1) ... (V)G + X1 - Y Xy + X = 0)
kde y* je zkratka zaterm y -y - --- -y (- aplikovano (k — 1)-krét).
Napf. téleso C = (C, +, —, -,0,1) je algebraicky uzaviené, zatimco telesa
R a Q nejsou (nebot polynom x* + 1 v nich nema koren).
Dusledek Existuje spocetné algebraicky uzaviené téleso.

Duikaz Dle predchoziho dusledku existuje spocetna struktura (nekonecna),
ktera je elementarné ekvivalentni s télesem C, tedy je to rovnéz algebraicky
uzaviené téleso. [
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