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1. Bud’ n ≥ 1 přirozené č́ıslo a V = {1, 2, . . . , n} (množina vrchol̊u). Necht’ prvovýrok eij
reprezentuje, že “mezi vrcholy i a j je hrana” a P = {eij | 1 ≤ i, j ≤ n}. Tedy libovolný
graf G = (V,E) chápeme též jako ohodnoceńı v : P → {0, 1}, v němž v(eij) = 1 právě
když (i, j) ∈ E. Necht’ dále T je kompletńı teorie nad P, která má za model jednoduchý
neorientovaný graf.

(a) Je teorie T extenźı teorie S = {
∧

1≤i≤n ¬eii,
∧

1≤i,j≤n eij ↔ eji}? Je T konzervativńı
extenźı S? Odpovědi zd̊uvodněte. (2b)

(b) Necht’ prvovýroky ai reprezentuj́ı, že vrchol i lež́ı v nějaké množině A, tj. strukturu
(V,E,A) ztotožňujeme s ohodnoceńım v prvovýrok̊u P′ = P ∪ {ai | 1 ≤ i ≤ n}, v němž
nav́ıc v(ai) = 1 právě když i ∈ A. Napǐste výrok ϕ nad P′ vyjadřuj́ıćı, že “A je pokryt́ı
G = (V,E)”. (Množina A ⊆ V je pokryt́ı grafu G = (V,E), obsahuje-li alespoň jeden
vrchol od každé hrany.) (2b)

(c) Necht’ nyńı n = 4 a G = (V,E) je úplný bipartitńı graf K2,2 s bipartitńımi tř́ıdami
{1, 2} a {3, 4}. Zvolte si (vhodně) kompletńı teorii T nad P tak, aby měla za model G,
a převed’te T ′ = T ∪ {ϕ} do množinové reprezentace. (2b)

(d) Rezolućı ukažte, že T ′ |= (a1 ∧ a2) ∨ (a3 ∧ a4), tj. každé pokryt́ı K2,2 obsahuje alespoň
jednu bipartitńı tř́ıdu. Rezolučńı zamı́tnut́ı znázorněte rezolučńım stromem. (4b)

2. Necht’ T = {(∃x)(¬P (x) → Q(x)), (∃x)(P (x) → R(x))} je teorie jazyka L = 〈P,Q,R〉
bez rovnosti, kde P,Q,R jsou unárńı relačńı symboly, a označme ϕ sentenci (∃x)(¬R(x)→
Q(x)).

(a) Sestrojte dokončené tablo z teorie T s položkou Fϕ v kořeni. (4b)

(b) Z bezesporné větve předchoźıho tabla sestrojte model A teorie T , ve kterém ϕ neplat́ı.
(2b)

(c) Je ϕ dokazatelná, vyvratitelná, nebo nezávislá v T? Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)

(d) Má teorie T konzervativńı kompletńı extenzi? Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)

3. Teorie těles T jazyka L = 〈+,−, ·, 0, 1〉 má mezi axiomy jediný axiom ϕ, který neńı otevřený:

x 6= 0 → (∃y)(x · y = 1).

Vı́me, že racionálńı č́ısla se standardńımi operacemi tvoř́ı těleso a

T |= 0 · y = 0, T |= (x 6= 0 ∧ x · y = 1 ∧ x · z = 1) → y = z.

(a) Je T otevřeně axiomatizovatelná? Zd̊uvodněte. (2b)

(b) Napǐste Skolemovu variantu ϕS generálńıho uzávěru formule ϕ s novým funkčńım sym-
bolem f . Necht’ T ′ je teorie vzniklá z T nahrazeńım ϕ za ϕS . Je T ′ |= ϕ? Zd̊uvodněte.
(2b)

(c) Necht’ ψ je formule x · y = 1∨ (x = 0∧ y = 0). Napǐste extenzi T ∗ teorie T o definovaný
funkčńı symbol f formuĺı ψ. (2b)

(d) Je T ∗ ekvivalentńı teorii T ′? Zd̊uvodněte. (2b)
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