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K ¢emu je logika?

Pro
Pro
°
°

matematiky: “matematika o matematice”.

informatiky:

formalni specifikace (viz spor EU vs. Microsoft),

testovani software i hardware (formalni verifikace, model checking),
deklarativni programovani (napt. Prolog),

slozitost (Booleovské funkce, obvody, rozhodovaci stromy),
vycislitelnost (nerozhodnutelnost, véty o nedplnosti),

uméld inteligence (automatické odvozovani, rezoluce),

univerzalni nastroje: SAT a SMT fesiCe (SAT modulo theory),

navrh databazi (konec¢né relacni struktury, Datalog), ...
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Koncepce prednasky

@ logika pro informatiky

+ rezoluce v predikatové logice, unifikace, “pozadi” Prologu
- méné teorie modeld, ...

@ tablo metoda namisto Hilbertovského kalkulu
+ algoritmicky intuitivnéjsi, mnohdy elegantnéjsi dukazy
+ dokazovani jako forma vypoctu (systematické hledani protipfikladu)
- omezeni na spocetné jazyky

@ nejprve samostatné vyrokova logika

+ idealni pro porozuméni zakladnim konceptdm
- néco se bude opakovat

@ nerozhodnutelnost a netplnost méné formalné

+ ddraz na principy
- detaily budou ponechany stranou
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Plan prednasky 1/2

e Uvod

1. Trocha historie, “paradoxy”, logika jako jazyk matematiky, rozdil a vztah
syntaxe a sémantiky, pfedbéznosti.

@ Vyrokova logika

2. Zakladni syntax a sémantika, univerzalnost logickych spojek, normalni tvary,
2-SAT a Horn-SAT.

3. Sémantika vzhledem k teorii, vlastnosti teorii, algebra vyroku, analyza teorii
nad kone¢né mnoha prvovyroky. Tablo metoda pro VL.

4. Tablo metoda pro VL: systematické tablo, korektnost, Uplnost, kompaktnost.

5. Rezoluéni metoda, korektnost a Uplnost, linearni rezoluce, rezoluce v
Prologu. Hilbertovsky kalkul.
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Plan prednasky 2/2

@ Predikatova logika
6. Zakladni syntax a sémantika, instance a varianty. Struktury a modely teorii.

7. Vlastnosti teorii. Podstruktury, oteviené teorie. Expanze a redukt. Booleovy
algebry. Tablo metoda pro PL.

8. Tablo metoda pro PL: systematické tablo, korektnost, Uplnost, kompaktnost.
Rovnost v PL.

9. Extenze o definice. Prenexni tvar, skolemizace, Herbrandova véta.

10. Rezoluéni metoda v PL: korektnost a Uplnost. Linearni rezoluce a
LI-rezoluce. Hilbertovsky kalkul.

@ Teorie modelt, rozhodnutelnost, nelplnost

11. Elementarni ekvivalence, kompletnost. Isomorfismus struktur. Kone¢na a
oteviena axiomatizovatelnost. Zakladni teorie.

12. Rozhodnutelné teorie, rekurzivni axiomatizovatelnost. Nerozhodnutelnost
PL. Véty o nelplnosti - Gvod.

13. Aritmetizace syntaxe, princip self-reference, véta o pevném bodg,
nedefinovatelnost pravdy. Véty o nedplnosti, disledky. Zavér.
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Trocha historie

@ Aristotelés (384-322 pi.n.l.) - sylogismy, napf.
z Zadny Q neni R’ a ‘kazdy P je Q" odvod ‘Zadny P neni R’

Eukleidés: Zaklady (asi 330 pt.n.l.) - axiomaticky pfistup ke geometrii
“Pro kaZdou pfimku p a bod x, ktery neleZi na p, existuje
pfimka skrze x neprotinajici p.” (5. postulat)

Descartes: Geometrie (1637) - algebraizace geometrie

Leibniz - sen o “lingua characteristica” a “calculus ratiocinator” (1679-90)

De Morgan - zavedeni logickych spojek (1847)
~(pvVaq) < -pA-q
=~(PAq) < —pV—q
@ Boole - vyrok jako binarni funkce, algebraizace logiky (1847)

@ Schroder - sémantika predikatové logiky, koncept modelu (1890-1905)
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Trocha historie - teorie mnozin

@ Cantor - intuitivni teorie mnozin (1878), napt. princip zahrnuti

”

“Pro kaZdou vlastnost ¢(x) existuje mnoZina {x | ¢(x)}.

@ Frege - logika s kvantifikatory a predikaty, pojem dikazu jako odvozeni,
axiomaticka teorie mnozin (1879, 1884)
@ Russel - Fregeho teorie mnozin je sporna (1903)
Proa={x|-(xex)} jeaca?
@ Russel, Whitehead - teorie typt (1910-13)
@ Zermelo (1908), Fraenkel (1922) - standardni teorie mnozin ZFC, napf.

“Pro kaZdou vlastnost ¢(x) a mnoZinu y existuje mnoZina {x € y | o(x)}.”

@ Bernays (1937), Godel (1940) - teorie mnozin zaloZzena na tridach, napf.

”

“Pro kaZdou mnoZinovou viastnost ¢(x) existuje tfida {x | o(x)}.
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Trocha historie - algoritmizace

@ Hilbert - kompletni axiomatizace Euklidovské geometrie (1899),
formalismus - striktni odpro$téni se od vyznamu, mechani¢nost

. musi byt moZné misto o bodu, pfimce a roviné miuvit
o stolu, Zidli a pallitru.” (Grundlagen der Geometrie)

Brouwer - intuicionismus, ddraz na konstruktivni dikazy
“Matematické tvrzeni je myslenkova konstrukce ovéfitelna intuici.”

Post - Uplnost vyrokové logiky (1921)

Godel - Uplnost predikatové logiky (1930), véty o nelplnosti (1931)

Kleene, Post, Church, Turing - formalizace pojmu algoritmus,
existence algoritmicky nerozhodnutelnych problém( (1936)

@ Robinson - rezoluéni metoda (1965)

@ Kowalski; Colmerauer, Roussel - Prolog (1972)
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Jazyk matematiky

Logika formalizuje pojem diikazu a pravdivosti matematickych tvrzeni.
Lze ji postupné rozclenit dle prostiedki jazyka.
@ logické spojky

vyrokova logika
Umoznuji vytvaret sloZzena tvrzeni ze zakladnich.

@ proménné pro individua, funkeni a relaéni symboly, kvantifikatory 7. fadu
Tvrzeni o individuich, jejich vlastnostech a vztazich. Teorii mnozin, ktera
je “svétem” (témér) celé matematiky, Ize popsat jazykem 1. fadu.

V jazyce vy$Sich fadi mame navic
@ proménné pro mnoziny individui (i relace a funkce)

@ proménné pro mnoziny mnozin individui, atd.
® ---

logika 2. fadu
logika 3. fadu
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Rle gl
Priklady tvrzeni v jazycich riznych radu

@ “Nebude-li prset, nezmoknem. A kdyZ bude prset, zmokneme, na

sluni¢ku zase uschneme.” vyrok
(=p—=-2)A(p— (z2/w)
@ “Existuje nejmensi prvek.” 1. fadu
JIxVy (x<y)
@ Axiom indukce. 2. fadu
VX ((X(0) AVX(X(x) = X(x+1))) — Vx X(x))
@ ‘Libovolné sjednoceni otevienych mnoZin je oteviena mnoZina.” 3. fadu
VAVY (VX (X(X) — O(X)) AVx(Y(x) < AX(X(X) A X(x)))) = O(Y))
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Syntax a sémantika

Budeme studovat vztahy mezi syntaxi a sémantikou:

@ syntax: symboly, pravidla vytvareni termd a formuli, odvozovaci

pravidla, dokazovaci systém, dikaz, dokazatelnost,

@ sémantika: pfitazeni vyznamu, struktury, modely, splnitelnost, pravdivost.
V logice zavedeme pojem dikazu jako presny syntakticky koncept.
Formalni dokazovaci systém je

@ Kkorekini, pokud kazdé dokazatelné tvrzeni je pravdivé,

@ Upliny, pokud kazdé pravdivé tvrzeni je dokazatelné.

Uvidime, Ze predikatova logika (1. fadu) ma dokazovaci systémy, které jsou
korektni a zaroven Uplné. Pro logiky vySSich fadl to neplati.
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Paradoxy

“Paradoxy” jsou inspiraci k pfesnému zadefinovani zakladu logiky.

@ paradox krétana
Krétan rekl: “VSichni krétané jsou lhari.”
@ paradox holice
V mésté Zije holic, jenz holi vSechny, ktefi se neholi sami.
Holi sam sebe?
@ paradox lhare
Tato véta je IZiva.
@ Berryho paradox
Vyraz “nejmensi pfirozené Cislo, které nelze definovat méné nez
jedenacti slovy” ho definuje pomoci deseti slov.
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Mnozinové pojmy
Veskeré pojmy zavadime v rdmci teorie mnozin pouze pomoci predikatu
nalezeni a rovnosti (a prostfedki logiky).
@ Mnozinova vlastnost ¢(x) definuje tfidu {x | ¢(x)}. Tfida, ktera neni
mnozinou, se nazyva viastni, napf. {x | x = x}.
@ x ¢y, x # yjsou zkratkou za —(x € y), ~(x = y).

@ {xo,...,Xp—1} 0znaCuje mnozinu obsahujici pravé xo, ..., Xxn_1, {x} se
nazyva singleton, {x,y} neusporadana dvojice.

@ 0, U, N, \, A znaci prazdnou mnoZinu, sjednoceni, pranik, rozdil,
symetricky rozdil mnozin, napfr.

xAy=x\y)Uy\x)={z|(zexAhz¢y)V(z¢ xNzey)}
X,y jsou disjunkitni pokud x Ny = . x C y znadi, Ze x je podmnoZinou y.
Potencni mnozina (potence) x je P(x) = {y |y C x}.
Sjednoceni (suma) xjeJx={z|Jy(ze y Ay e x)}.

Pokryti mnoziny x je mnoZina y C P(x) \ {0} s Uy = x. Jsou-li navic
kazdé dvé (rdzné) mnoziny v y disjunktni, je y rozklad x.
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Relace

usporadana dvojice je (x,y) = {x,{x,y}}, tedy (x, x) = {x, {x}},
usporadana n-tice je (xo, ..., Xn—1) = ((X0,...,Xn—2), Xn—1) Pro n > 2,
kartézsky souCinje a x b= {(x,y) | x € a,y € b},
kartézska mocnina je x° = {0}, x' = x, x" = x*! x x pro n > 1,
disjunktni sjednocenije x Wy = ({0} x x) U ({{0}} x ),
relace je jakakoliv mnozina R usporadanych dvojic,

namisto (x,y) € R piSeme obvykle R(x,y) nebo xRy,
definicni obor (doména) R je dom(R) = {x | 3y (x,y) € R},
obor hodnot R je tng(R) = {y | 3x (x,y) € R},
extenze prvku x v R je R[x] = {y | (x,y) € R},
inverzni relacek Rje R™' = {(y,x) | (x,y) € R},
restrikce Rnamnozinuzje R [ z={(x,y) € R| x € z},
sloZenirelaci Ra Sjerelace Ro S ={(x,z) | 3y ((x,y) € RA(y,2) € S)},
identita na mnoziné z je relace Id, = {(x,x) | x € z}.
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Ekvivalence

@ Relace R je ekvivalence na X, pokud pro v8echna x, y, z € X plati

R(x,x) (reflexivita)
R(x,y) — R(y,x) (symetrie)
R(x,¥) NR(y,z) — R(x, z) (tranzitivita)

@ R[x] se nazyva tfida ekvivalence (faktor) prvku x dle R, znagime i [x].
@ X/R = {R[x] | x € X} je faktorizace mnoziny X dle R.
@ Plati, ze X/R je rozklad X, nebot tfidy jsou disjunktni a pokryvaji X.
@ Naopak, je-li S rozklad X, ur€uje ekvivalenci (na X)
{(x,y) | x € z,y € z pro néjaké z € S}.
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AT
Usporadani
Necht < je relace na mnoziné X. Rekneme, ze < je
@ castecné usporadani (mnoziny X), pokud pro vSechna x,y,z € X

x<x (reflexivita)
X<y AN y<x — x=Yy (antisymetrie)
x<y N y<z — x<z (tranzitivita)

@ linearni (totalni) usporadani, pokud navic pro vSéechna x,y € X
x<y Vv y<x (dichotomie)

@ dobré usporadani, pokud navic kazda neprazdna podmnozina X
obsahuje nejmensi prvek.
Oznatme ‘x < ¥y’ za ‘x < y A x # y'. Linearni uspofadani < na X je
@ husté usporadani, pokud X neni singleton a pro vSechna x,y € X
X<y — Fz(x<zNhNz<Y) (hustota)
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Funkce

Relace f je funkce, pokud pro kazdé x € dom(f) existuje jediné y s (x,y) € f.
@ Pak fikame, Ze y je hodnotou funkce f v x, piSeme f(x) =y,
@ f: X — Y znati, ze f je funkce s dom(f) = X arng(f) C Y,
@ funkce f je na (surjektivni) Y, pokud rng(f) = Y,
@ funkce f je prosta (injektivni), pokud pro vdechna x, y € dom(f)

x#y — fx)#fY)
@ f: X— YijebiekceXaV,jeliprostaanaV,
@ je-li f: X — Y prosta, pak f~! = {(y,x) | (x,y) € f} je inverzni funkce,
@ obraz mnoziny A pres f je f[A] = {y | (x,y) € f pro néjaké x € A},
@je-lif: X—>Yag: Y — Z pakprojejich slozeniplati (fog): X = Z a
(fog)(x) =g(f(x)

@ XY zna&i mnozinu véech funkci z X do Y.
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Zadacni pojmy
Cisla
Uvedeme pfiklady explicitnich konstrukci.
@ Prirozena Cisla definujeme induktivné vztahem n = {0,...,n — 1}, tedy
0=0, 1={0} = {0}, 2={0,1} = {0, {0}}, ...

@ mnozina prirozenych Cisel N je definovana jako nejmensi mnozina
obsahuijici ) uzaviena na S(x) := x U {x} (naslednik).
@ mnozina celych &isel je Z = (N x N)/ ~, kde ~ je ekvivalence definovana
(a,b) ~ (c,d) pravé kdyz a+d=b+c
@ mnozina raciondlnich Cisel je Q = (Z x (Z\ {0}))/ =, kde ~ je dana
(a,b) = (c,d) pravé kdyz a.d = b.c
@ mnozina redlnych Cisel R je mnozina fezu raciondlnich Cisel, tj.

netrividlnich, dol( uzavfenych podmnozin Q bez nejvétsiho prvku.
(A C Q je dolu uzaviena, pokud y < x € A implikuje y € A.)
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Zaktadn pojmy
Velikosti mnozin

@ x ma stejnou nebo mensi velikost nez y (x je subvalentni y),

pokud existuje prosta funkce f: x — y, (x=<y)
@ x ma stejnou velikost jako y, existuje-li bijekce f: x — y, (x=y)
@ x ma mensi velikost nez y, pokud x < y aneni x ~ y, (x=<y)

Véta (Cantor) x < P(x) pro kaZzdou mnoZinu x.
Dukaz f(y) = {y} proy € x je prosta funkce f: x — P(x), tedy x < P(x).
Pro spor pfedpokladejme, ze existuje prosta g: P(x) — x. Definujme
y={8(2) | zC xng(2) ¢ z}
Dle definice, g(y) € y praveé kdyz g(y) ¢ y, spor. [
@ pro kazdé x existuje kardinalni ¢islo k s x =~ , znacime |x| = &,
@ X je konecnd, pokud |x| = n pro néjaké n € N, jinak je nekonecna,
@ x je spocetna, pokud je konecna nebo |x| = |N| = w; jinak je nespocetna,
@ x ma mohutnost kontinua, pokud |x| = |[P(N)| = c.
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