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n-arni relace a funkce

@ Relace arity (Cetnosti) n € N na X je libovolnd mnozina R C X", tedy
pron=0jeR=0=0neboR={0} =1,pron=1je R C X,

o (Caste&na) funkce arity (éetnost) n € Nz X do Y je libovolna funkce
f C X" x Y. Rekneme, Ze f je totélni na X", pokud dom(f) = X",
znaime f: X" — Y. Je-li navic Y = X, je to operace na X.

@ Funkce f: X" — Y je konstantni, pokud rng(f) = {y} pro néjaké y € Y,
pron=0jef={(0y)} af ztotoziiujeme s konstantou y.

@ Aritu relace ¢i funkce znac¢ime ar(R) ¢i ar(f) a mluvime o nularnich,
unarnich, binarnich, obecné n-arnich relacich a funkcich (operacich).
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Stromy

_ kofen <— troven 0

* list
vetev .~

L K N ‘<— droven 4
@ Stromje mnozina T s ¢asteCnym usporadanim <r, ve kterém existuje
(jedine€ny) nejmensi prvek, zvany kofen, a mnozina predki libovolného
prvku je dobfe usporadana,
@ vétev stromu T je maximalni linearné uspofadana podmnozina T,
@ adoptujeme standardni terminologii 0 stromech z teorie grafl, pak napf.
vétev v konecném stromu je cesta z kofene do listu.
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Stromy
Kdnigovo lemma

Budeme pracovat (pro jednoduchost) obvykle s kone¢né vétvicimi se stromy,
ve kterych ma kazdy vrchol kromé kofene bezprostredniho predka (otce).

@ n-ta droveristromu T pro n € N je dana indukci, obsahuje syny
vrcholl z (n — 1)-ni drovné, 0-ta Urover obsahuje pravé koren,

@ hloubka stromu T je maximalni Cislo n € N neprazdné Urovné;
pokud ma T nekoneénou vétev, je hloubka nekonecna &i w.

@ strom T je n-arnipro n € N, pokud kazdy vrchol ma nejvyse n syn(.
Je konecne vétvici se, méa-li kazdy vrchol kone¢né mnoho synd.

Lemma (K6nig) KaZdy nekonecny, konecné vétvici se strom T obsahuje

nekonecénou vétev.

Dukaz Hledani nekoneCné vétve zaCneme v kofeni. Jelikoz ma jen konecné
mnoho synu, existuje syn s nekone¢né mnoha potomky. Vybereme ho a
stejné pokraCujeme v jeho podstromé. Takto ziskdme nekone€nou vétev. [
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Usporadané stromy

@ Usporadany strom je strom T, s kterym je dano linearni usporadani
synl kazdého vrcholu, toto usporadani se nazyva pravolevé a znaci <;.
Oproti tomu, usporadani <7 se nazyva stromoveé.

@ znaceny strom je strom T s libovolnou funkci (znacici funkce),
kterd kazdému vrcholu T pfifazuje néjaky objekt (znacku).

@ znacené usporadané stromy napf. zachycuji strukturu formuli

(pVaq)—r
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Jazyk
Vyrokova logika je “logikou spojek”. Vychazime z (neprdzdné) mnoziny P
vyrokovych proménnych (prvovyrokd). Napf.

P = {p',plapZa'"’q7q17q27"'}
Obvykle budeme predpokladat, ze P je spocetna.

Jazyk vyrokové logiky (nad IP) obsahuje symboly

@ vyrokové proménné z P

@ logické spojky —, A, V, =, <

@ z&vorky (,)
Jazyk je tedy uréen mnozinou P. Rikame, Ze logické spojky a zavorky jsou
logické symboly, zatimco vyrokové proméenné jsou mimologické symboly.
Budeme pouzivat i konstantni symboly T (pravda), L (spor), jez zavedeme
jako zkratky za p VvV —p, resp. p A —p, kde p je pevny prvovyrok z P.
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Zakiadni syntax
Formule

Vyrokové formule (vyroky) (nad P) jsou dany induktivnim predpisem

(i) kazda vyrokova proménna z PP je vyrokovou formuli,
(ii) jsou-li ¢, ¥ vyrokové formule, pak rovnéz

(@) s (@A) (V) , (0 = ¥), (0 ¢)
jsou vyrokové formule,
(iii) kazda vyrokova formule vznikne kone¢nym uzitim pravidel (i), (ii).
@ Vyrokové formule jsou tedy (dobfe vytvorené) konecné posloupnosti
symbolll jazyka (fetézce).

@ Vyrokovou formuli, ktera je soucasti jiné vyrokové formule ¢ nazveme
podformuli (podvyrokem) .

@ Mnozinu v8ech vyrokovych formuli nad P zna¢ime VFp.

@ Mnozinu vSech vyrokovych proménnych s vyskytem ve ¢ znaCime var(p).
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Konvence zapisu

Zavedeni (obvyklych) priorit logickych spojek umoziuje v zkraceném zapisu
vypoustét zavorky okolo podvyroku vzniklého spojkou s vyssi prioritou.

(1) =,

(2) AV

(3) =
Rovnéz vnéjsi zavorky miizeme vynechat. Napf.

(p)Ag) = (=(pV(=q)))) Ize zkrdtitna —pAq— —(pV -q)

Poznamka Nerespektovanim priorit mGze vzniknout nejednoznacny zapis
nebo dokonce jednoznaény zapis neekvivalentni formule.

DalSi moznosti zjednodusSeni zapisu vyplyvaji ze sémantickych vlastnosti
spojek (asociativita v, A).
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Vyrokova logika Zakladni syntax

Vytvorujici strom

Vytvorujici strom je kone€ny usporadany strom, jehoz vrcholy jsou oznaceny
vyroky dle nasledujicich pravidel
@ listy (a jen listy) jsou oznaCeny prvovyroky,
@ je-li vrchol oznacCen (—), ma jediného syna oznaceného o,
@ je-li vrchol oznagen (¢ A ), (p V1), (¢ — ) nebo (p + 1), ma dva
syny, pfi¢emz levy syn je oznaen ¢ a pravy je oznacen 1.

Vytvorujici strom vyroku ¢ je vytvotujici strom s kofenem oznacenym .
Tvrzeni Kazdy vyrok ma jednoznacné uréeny vytvorujici strom.

Dukaz Snadno indukci dle poc¢tu vnoreni zavorek (odpovidajici hloubce
vytvorujiciho stromu). [

Poznamka Takovéto dikazy nazyvame dikazy indukci dle struktury formule.
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Vyrokova logika Zakladni sémantika

Sémantika

@ Uvazujeme pouze dvouhodnotovou logiku.

@ Prvovyroky reprezentuji atomicka tvrzeni, jejich vyznam je uréen
pritazenim pravdivostni hodnoty 0 (nepravda) nebo 1 (pravda).

@ Sémantika logickych spojek je dana jejich pravdivostnimi tabulkami.

\plal-rlpralpvalp—aq|peaq]

0|0 1 0 0 1 1
01 1 0 1 1 0
110 0 0 1 0 0
111 0 1 1 1 1

Ty jednoznacné ur€uji hodnotu kazdého vyroku z hodnot prvovyrokd.

@ K vyrokuim tedy miizeme také pfiradit “oravdivostni tabulky”. Rikame, ze
reprezentuji Booleovské funkce (az na uréeni pofadi proménnych).

@ Booleovska funkce je n-arni operace na 2 = {0,1}.
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Hodnota vyroku

@ Ohodnoceni prvovyroku je funkce v: P — {0,1}, tj. v € F2.

@ Hodnota v(y) vyroku ¢ pfi ohodnoceni v je dana induktivné

v(p) = v(p) jestlize pcP V(=) = —1(U(0))
(e A1) = Ai(D(9), (V) V(e V1h) = Vi(0(p), (¢))
V(e = ) = =1(U(p), V() V(e < ) = <1 (V(p), 0())

kde —1, A1, V1, —1, <1 jsou Booleovské funkce dané tabulkami.

Tvrzeni Hodnota vyroku ¢ zavisi pouze na ohodnoceni var(y).
Dikaz Snadno indukci dle struktury formule. [

Poznamka Jelikoz funkce 7: VFp — 2 je jednoznacnou extenzi funkce v,
mUlzeme psat v misto v aniz by doslo k nedorozuméni.
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Sémantické pojmy

Vyrok ¢ nad P je
@ spinén (plati) pfi ohodnoceni v € ¥2, pokud 7(p) = 1.
Pak v je splriujici ohodnoceni vyroku ¢, znacime v = .

@ pravdivy ((logicky) plati, tautologie), pokud T(p) = 1 pro kazdé v € F2, tj.
v je spInén pfi kazdém chodnoceni, znacime = .
@ /Zivy (sporny), pokud T(p) = 0 pro kazdé v € F2, tj. —¢ je pravdivy.
@ nezavisly, pokud T1(¢) = 0 a T2 (¢) = 1 pro néjaka vy, v, € F2, 1.
© neni ani pravdivy ani 1Zivy.
@ splinitelny, pokud T(y¢) = 1 pro né&jaké v € F2, tj.  neni 1zivy.
Vyroky ¢ a v jsou (logicky) ekvivalentni, pséano ¢ ~ v, pokud 7(p) = U(¢))
pro kazdé v € F2, tj. vyrok ¢ « ¢ je pravdivy.
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Predchozi definice ekvivalentné preformulujeme v terminologii modeld.
Model jazyka nad P je ohodnoceni z 2. Ttida véech modell jazyka nad P
se znaci M(P), tedy M(P) = 2. Vyrok ¢ nad P (je)
@ plati v modelu v € M(P), pokud 7(¢) = 1. Pak v je model vyroku o,
znadime v = o a M*(¢) = {v € M(P) | v = »} je tfida model .

@ pravdivy ((logicky) plati, tautologie), pokud plati v kazdém modelu
(jazyka), znacime |= ¢.

@ /Zivy (sporny), pokud nema model.
@ nezavisly, pokud plati v néjakém modelu a neplati v jiném.

@ splnitelny, pokud ma model.

Vyroky ¢ a v jsou (logicky) ekvivalentni, psano ¢ ~ 1, pokud maji stejné
modely.
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Univerzalnost spojek

Jazyk vyrokové logiky obsahuje zakladni spojky =, A,V , =, <.

MlzZeme zavést obecné n-arni spojku pro libovolnou Booleovu funkci. Napf.
plq “anip aniqg” (NOR, Peirceova spojka)
ptqg “ne(pagq)” (NAND, Shefferova spojka)

Mnozina spojek je univerzalni, pokud Ize kazdou Booleovskou funkci
reprezentovat néjakym z nich (dobfe) vytvorenym vyrokem.

Tvrzeni {-,A,V} jeuniverzaini.
Dikaz Funkei f: "2 — 2 reprezentuje vyrok \/,cq /\,’.’:_01 p!Y kde p'” je
prvovyrok p; pokud v(i) = 1, jinak vyrok =p;. Pro f~![1] = () zvolime L. [

Tvrzeni {-,—} je univerzaini.
Dikaz (p A q) ~=(p—~q), (pvVq)~(-p—q). O
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CNF a DNF

@ Literal je prvovyrok nebo jeho negace. Je-li p prvovyrok, oznaéme p°
literal —p a p' literal p. Je-li [ literél, oznaéme 1 literal opacny k L.
@ Klauzule je disjunkce literal(, prazdnou klauzuli rozumime L.

@ Vyrok je v konjunktivné normalnim tvaru (CNF), je-li konjunkci klauzuli.
Prazdnym vyrokem v CNF rozumime T.

@ Elementarni konjunkce je konjunkce literald, prazdnou konjunkci je T.
@ Vyrok je v disjunktivné normalnim tvaru (DNF), je-li disjunkci
elementarnich konjunkci. Prazdnym vyrokem v DNF rozumime L.
Poznamka Klauzule nebo elementarni konjunkce je zaroven v CNF i DNF.

Pozorovani Vyrok v CNF je pravdivy, prave kdyz kaZda jeho klauzule
obsahuje dvojici opacnych literald. Vyrok v DNF je splnitelny, pravé kdyz
aspori jedna jeho elementarni konjunkce neobsahuje dvojici opacnych literald.
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Prevod tabulkou

Tvrzeni Necht' K C ¥2 pro P kone¢né. Oznacme K =2\ K. Pak

MV AP?) =Kt (A V)

veEK peP veK PEP
Dikaz Prvni rovnost plyne z W(A ,cp p*P)) = 1 pravé kdyz w = v, kde
w € "2. Druh& obdobné z w(\/ ,cp pr(P)) =1 pravé kdyz w # v. [
Napf. K = {(1,0,0),(1,1,0),(0,1,0), (1,1, 1)} namodelujeme
(PA=gA=T)V(PAGA=T)V (P AGA=T)V (PAGAT) ~
(pvVavr)A(pVaqVv-r)A(pV-qV-r)A(=pVqV-r)
Dusledek KaZdy vyrok je ekvivalentni néjakému vyroku v CNF/DNF.

Dikaz Hodnota vyroku ¢ zavisi pouze na ohodnoceni jeho proménnych,
kterych je konecné. Lze tedy pouzit tvrzeni pro K = M¥(¢) a P = var(p). [
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Prevod Upravami
Tvrzeni Necht ¢’ je vyrok vznikly z vyroku ¢ nahrazenim nékterych vyskyti
podvyroku + za vyrok i)' . Jestlize ¢ ~ ', pak o ~ ¢'.
Dikaz Snadno indukci dle struktury formule. [
(1) (e=¥)~ (V) (o)~ (e Vo)A (V)
@) ~mo~p (e AY) ~ (mpV ), (e V)~ (mp A )
B) (eV@AX)~((LAX)Ve)~((pV)A(pVX))
@) (eA @ VX))~ ((WVX)Ae)~((AY)VI(eAX))
Tvrzeni KaZdy vyrok Ize pomoci (1),(2),(3)/(3)’ pfevést na CNF / DNF.
Dikaz Snadno indukci dle struktury formule. [

Tvrzeni Necht vyrok ¢ obsahuje pouze spojky —, A, V. Pak pro vyrok o*
vznikly z ¢ zaménou A a Vv a znegovanim vsech literald plati —¢ ~ ¢*.

Dikaz Snadno indukci dle struktury formule. [
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