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@ Vyrok je v k-CNF, je-li v CNF a kazda jeho klauzule ma nejvyse k literald.
@ k-SAT je nasledujici problém (pro pevné k > 0)
INSTANCE: Vyrok ¢ v k-CNF.
OTAzKA: Je ¢ splnitelny?
Zatimco uz pro k = 3 jde o NP-Uplny problém, ukadzeme, Ze 2-SAT lze fesSit
v linearnim ¢ase (vzhledem k délce ¢).

Vynechame implementacni detaily (vypocetni model, reprezentace v paméti)
a vyuzijeme nasledujici znalosti, viz [ADS T].

Tvrzeni Rozklad orientovaného grafu (V, E) na silné souvislé komponenty
Ize nalézt v ¢ase O(|V| + |E|).

@ Orientovany graf G je silné souvisly, pokud pro kazdé dva vrcholy u a v
existuji v G orientované cesty jak z u do v, tak i z v do u.

@ Silné souvisla komponenta grafu G je maximalni silné souvisly podgraf G.

Petr Gregor (KTIML MFF UK) Vyrokova a predikéatova logika - Il ZS 2017/2018 2/16


http://ktiml.mff.cuni.cz/~cepek/ADS1.pdf

2T
Implikaéni graf

Implikacni graf vyroku ¢ v 2-CNF je orientovany graf G, v némz
@ vrcholy jsou proménné vyroku ¢ nebo jejich negace,
@ klauzuli I; v L, vyroku ¢ reprezentujeme dvojici hran i) — b, I, — 1k,
@ klauzuli I; vyroku ¢ reprezentujeme hranou I, — 1.
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Tvrzeni ¢ je spinitelny, pravé kdyZz Zadna silné souvisla komponenta v G,
neobsahuje dvojici opacnych literalu.

Dikaz Kazdé splnujici ohodnoceni ohodnoti vSechny literaly ze stejné
komponenty stejné. Implikace zleva doprava tedy plati.
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Nalezeni ohodnoceni

Naopak, oznatme G}, graf vznikly z G, kontrakei silné souvislych komponent.
Pozorovani G} je acyklicky, ma tedy topologické usporadani <.
@ Orientovany graf je acyklicky, neobsahuje-li orientovany cyklus.

@ Linearni usporadani < vrcholll orientovaného grafu je topologické,
pokud p < g pro kazdou hranu z p do q.

Nyni pro kazdou komponentu v rostoucim pofadi dle <, nejsou-li jeji literaly
dosud ohodnocené, nastav je na 0 a literaly v opacné komponenté na 1.

Zbyva ukazat, Ze takto ziskané ohodnoceni v splfiuje . Kdyby ne, existovaly
by v G hrany p — gagq — psv(p) =1av(q) =0.To je ve sporu s
poradim nastaveni komponentna O resp. 1, nebot p<gag<p. 0O

Duisledek 2-SAT je fesitelny v linedrnim Case.
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Horn-SAT

@ Jednotkova klauzule je klauzule obsahujici jediny literal,

@ Hornova klauzule je klauzule obsahujici nejvySe jeden pozitivni literal,
-p1V---Vaop,Vq o~ (Pl/\'“APH)%q

@ Hornuv vyrok je konjunkci Hornovych klauzuli,

@ Horn-SAT je problém splnitelnosti daného Hornova vyroku.
Algoritmus
(1) obsahuje-li ¢ dvojici jednotkovych klauzuli I a 1, neni spinitelny,

(2) obsahuje-li ¢ jednotkovou klauzuli I, nastav I na 1, odstrari vsechny
klauzule obsahujici I, odstrari | ze véech klauzuli a opakuj od zadatku,

(3) neobsahuje-li ¢ jednotkovou klauzuli, je spinitelny ohodnocenim 0
vSech zbyvajicich proménnych.

Krok (2) se nazyvé jednotkova propagace.
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Jednotkova propagace

(=pV ) A (=pV =gV T)AN(-TV=S)A(DEVS)AS v(s) =
(=pV @) AN (=pV-qVr) A= v(=r) =
(=pVaq) AN (=pV —q) v(p) = v(q) = v(t) =

Pozorovani Necht ¢! je vyrok ziskany z o jednotkovou propagaci. Pak
ol je spinitelny, pravé kdyZ o je spinitelny.

Dusledek Algoritmus je korektni (fesi Horn-SAT).

Dikaz Korektnost 1. kroku je zfejma, v 2. kroku plyne z pozorovani, v 3.kroku
diky Hornové tvaru, nebot kazda zbyvajici klauzule obsahuje negativni literal.

Poznamka P¥imocara implementace vyZaduje kvadraticky ¢as, pfi vhodné
reprezentaci v paméti Ize dosahnout linearniho Casu (vzhledem k délce ).
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Teorie

Neformalne, teorie je popis “svéta”, na ktery vymezujeme svij diskurz.

@ Vyrokova teorie nad jazykem P je libovolnd mnozina T vyroku z VFp.
Vyrokdm z T fikame axiomy teorie T.

@ Model teorie T nad PP je ohodnoceni v € M(P) (tj. model jazyka),
ve kterém plati véechny axiomy z T, znacime v |= T.

@ Tridamodeld T je M*(T) = {ve M(P) | v= ¢ prokazdé ¢ € T}.
Napf. pro teorii T = {p, -pV —q, g —r}nad P = {p,q,r}je
MF(T) = {(1,0,0),(1,0,1)}
@ Je-li teorie T konecn4, Ize ji nahradit konjunkci jejich axiom(.
@ Zapis M(T, ) znali M(T U {¢}).
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Sémantika vzhledem k teorii

Sémantické pojmy zobecnime vzhledem k teorii, respektive k jejim modellim.
Necht T je teorie nad P. Vyrok ¢ nad P je

@ pravdivy v T (plati v T), pokud plati v kazdém modelu T, znaime T | ¢,
Rikame také, Ze ¢ je (sémantickym) disledkem teorie T.

@ Zivy v T (sporny v T), pokud neplati v zadném modelu teorie T,
@ nezavisly v T, pokud plati v néjakém modelu teorie T a neplati v jiném,
@ spinitelny v T (konzistentni s T), pokud plati v néjakém modelu T.

Vyroky ¢ a v jsou ekvivalentni v T (T -ekvivalentni), psano ¢ ~ 1, pokud
kazdy model teorie T je modelem ¢ pravé kdyz je modelem .

Poznamka Jsou-li vSechny axiomy teorie T pravdivé (tautologie), napt. pro
T = (), vSechny pojmy vzhledem k T se shoduji s pivodnimi (logickymi)
pojmy.
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Dusledek teorie

Disledek teorie T nad P je mnozina 6% (T) véech vyrok( pravdivych v T, tj.
0" (T) = {p € VFe | T |= o}.
Tvrzeni Pro kazdé aveé teorie T, T' a vyroky o, ¢1,...,p, nad P
(1) T CO°(T)=0"(6%(T)),
2 TCT = 6°(T)CoX(T),
B) et ({pr-..son}) & E(@1 A Apn) 2o
Dikaz Snadno z definic, nebot T = ¢ < M(T) C M(y) a navic
(1) M(O(T)) = M(T),
2 TCT = M(T')CM(T),
@) Ev—¢ e M) C M), M(prA...App) =M(pr,...,0n). [
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Vlastnosti teorii
Vyrokova teorie T nad P je (sémanticky)
@ sporna, jestlize v ni plati L (spor), jinak je bezesporna (splnitelna),
@ kompletni, jestlize neni sporna a kazdy vyrok je v ni pravdivy &i IZivy, tj.
zadny vyrok v ni neni nezavisly,
@ extenzeteorie T' nad P, jestlize P’ C P a 0% (T") C 6% (T),
o extenzi T teorie T’ fekneme, Ze je jednoducha, pokud P =, a
konzervativni, pokud 6% (T") = 6 (T) N VFp/,
@ ekvivalentni s teorii T', jestlize T je extenzi T’ a T’ je extenzi T,

Pozorovani Necht' T a T’ jsou teorie nad P. Teorie T je (sémanticky)
(1) bezespornd, pravé kdyZz ma model,
(2) kompletni, pravé kdyZz ma jediny model,
(3) extenze T', pravé kdyz M*(T) C MF(T"),
(4) ekvivalentni s T', pravé kdyz M®(T) = MF(T").
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Algebra vyroku

Necht T je bezesporna teorie nad P. Na mnoziné VFp/ ~r Ize zadefinovat
operace —, A, V, L, T (korektné) pomoci reprezentantu, napr.

[Plnr A [lny = [0 Ay
Pak AVF(T) = (VFp/~7, -, A, V, L, T) je algebra vyroku vzhledem k T.
Jelikoz p ~7 ¢ < M(T,p) = M(T,), je h([¢]~,) = M(T, ) korektné

definovana prostéa funkce h: VEp/~r — P(M(T)) a plati
h(=lgl~r) = M(T) \ M(T, ¢)
h(l)ar A []~r) = M(T, ) N M(T, )
h([@}wl‘v[w]f\ﬂ)_ ( @)UM(T w)
h([L~r) =0, h((T]~p) = M(T)

Navic h je na, pokud M(T) je konecna.

Dusledek Je-li T bezesporna nad kone¢nou PP, je AVF(T) Booleova algebra
izomorfni s (kone¢nou) potenéni algebrou P(M(T)) via h.
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Analyza teorii nad kone¢né prvovyroky

Necht T je bezesporna teorie nad P, kde |P| = n € N* a m = |[M*(T)|. Pak

neekvivalentnich vyroki (popt. teorii) nad PP je 2%,

neekvivalentnich vyroki nad P pravdivych (IZivych) v T je 22",
neekvivalentnich vyrokii nad P nezavislych v T je 22" — 2.22" -,
neekvivalentnich jednoduchych extenzi teorie T je 2, z toho sporna 1,
neekvivalentnich kompletnich jednoduchych extenzi teorie T je m,
T-neekvivalentnich vyrokd nad PP je 2™,

T-neekvivalentnich vyrok( nad P pravdivych (Izivych) (v T) je 1,
T-neekvivalentnich vyrokd nad P nezavislych (v T) je 2™ — 2.

Dukaz Diky bijekci VFp/ ~ resp. VFp/ ~1 8 P(M(P)) resp. P(MF(T)) stadi
zZjistit po¢et podmnozin s vhodnou vlastnosti. [
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Formalni dokazovaci systémy

Nasim cilem je pfesné formalizovat pojem diikazu jako syntaktické procedury.

Ve (standardnich) formalnich dokazovacich systémech,
@ diikaz je kone¢ny objekt, muze vychazet z axioml dané teorie,
@ T+ ¢ znati, ze ¢ je dokazatelnaz T,
@ pokud diikaz dané formule existuje, Ize ho nalézt “algoritmicky”,
(Je-li T “rozumné zadana”.)
Od formalniho dokazovaciho systému obvykle oéekavame, Ze bude
@ Kkorekini, tj. kazda formule ¢ dokazatelna z teorie T je v T pravdiva,
@ nejlépe i Upiny, tj. kazda formule ¢ pravdiva v T je z T dokazatelna.

Priklady formalnich dokazovacich systém( (kalkuld): tablo metody,
Hilbertovské systémy, Gentzenovy systémy, systémy pfirozené dedukce.
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Tablo metoda - Uvod

Budeme predpokladat, ze jazyk je pevny a spocetny, tj. mnozina prvovyroku
P je spocCetna. Pak kazda teorie nad PP je spocetna.

Hlavni rysy tablo metody (neformalné)

@ tablo pro danou formuli ¢ je binarni znackovany strom reprezentujici
vyhledavani protipfikladu k ¢, tj. modelu teorie, ve kterém ¢ neplati,

@ formule mé& dukaz, pokud kazda vétev pfislusného tabla selze, tj. nebyl
nalezen protiptiklad, v tom pfipadé bude (systematické) tablo konecné,

@ pokud protipfiklad existuje, v (dokonceném) tablu bude vétev, ktera ho
poskytuje, tato vétev mize byt i nekonecna.
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Tablo metoda

Uvodni piiklady

F(((p—a) —p) —p)

T((p—q) —p)

Fp

T((p—q) = p)
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Gred
Komentar k prikladim

Vrcholy tabla jsou znaceny poloZkami. PoloZka je formule s pfiznakem T / F,
ktery reprezentuje predpoklad, Ze formule v néjakém modelu plati / neplati.
Je-li tento predpoklad u polozky spravny, je spravny i v néjaké vétvi pod ni.

V obou prikladech jde o dokoncéena (systematickd) tabla z prazdné teorie.

@ Vlevo je tablo dikaz pro ((p — q) — p) — p. V8echny vétve tabla
“selhaly”, znaCeno ®, nebot je na nich dvojice Ty, Fy pro néjaké ¢
(protipfiklad tedy nelze nalézt). Formule ma dikaz, piSeme

F((p—=q) —p —p

@ Vpravo je (dokoncené) tablo pro (-qV p) — p. Leva vétev “neselhala” a
je dokon&ena (neni treba v ni pokraCovat) (ta poskytuje protipfiklad
v(p) = v(q) = 0).

Petr Gregor (KTIML MFF UK) Vyrokova a predikéatova logika - Il ZS 2017/2018 16/16



	Výroková logika
	2-SAT
	Horn-SAT
	Teorie - sémantika
	Dokazovací systémy

	Tablo metoda
	Úvod


