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Tablo - priklady
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Atomicka tabla

Atomické tablo je jeden z nasledujicich (polozkami znackovanych) stromd,
kde p je libovolna vyrokova proménna a ¢, v jsou libovolné vyrokové formule.

T(p A1) Flo V)
\ \
Tp Fp Ty Fp ) T(p V) Fo
\ VAN VAN \
T Fo Fy | Ty Ty Fip
Flo =) T(p <) Flo <)
\ VAN VAN
T(~y) F(=y) T(p =) Ty Ty Fp | Ty Fop
\ \ VAN \ \ \ \ \
Fy Ty Fy Ty Fy Ty Fiy | Fy Ty

Pomoci atomickych tabel a pravidel, jak tabla rozvinout (prodlouZit), formalné
zadefinujeme vSechna tabla (popiSeme jejich konstrukci).
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Tablo

Konecné tablo je binarni, polozkami znackovany strom dany predpisem
(i) kazdé atomické tablo je kone¢né tablo,

(ii) je-li P polozka na vétvi V kone€ného tabla = a 7’ vznikne z 7 pfipojenim
atomického tabla pro P na konec vétve V, je 7/ rovnéz konecné tablo,

(ii7) kazdé konec¢né tablo vznikne koneCnym uzitim pravidel (i), (ii).

Tablo je posloupnost 79, 71, ..., Ts, ... (koneéna i nekoneéna) kone¢nych tabel
takovych, ze 7,41 vznikne z 7, pomoci pravidla (ii), formalné 7 = Ury,.

Poznamka Neni pfedepsané, jak poloZku P a vétev V pro krok (ii) vybirat.
To specifikujeme az v systematickych tablech.
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Konstrukce tabla

F(((p—q) —p) = p) F((~qVp) = p)
T((p %‘ 9) = p) T(ﬁq‘v )
F‘p F‘p
T((p —‘> 9) = p) T(ﬂqlv p)
F(p %/q) \Tp T(ﬁj \Tp
F(p L q) é‘ﬁ T(ﬁlq) é‘ﬁ
T‘p F‘q
F‘q
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Tablo metoda BNELIE

Konvence
F(((p—q) —p) —p) F((~qVp) = p)
T((p —‘> q) = p) T(ﬁq‘\/ p)
4 e

Fp— Q)/ - Tp T(ﬁj \Tp
o : P
F‘q
:

Polozku, dle které tablo prodluZzujeme, nebudeme na vétvi znovu zobrazovat.

Poznamka Jeji zopakovani bude potfeba pozdgji v predikatové logice.
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Tablo dukaz

Necht P je polozka na vétvi V tabla . Rekneme, Ze

@ polozka P je redukovana na V, pokud se na V vyskytuje jako kofen
atomickeého tabla, tj. pfi konstrukci 7 jiz doslo k jejimu rozvoji na V,

@ vétev V je sporna, obsahuje-li polozky T a Fe pro néjakou formuli ¢,
jinak je bezesporna. Vétev V je dokoncena, je-li sporna nebo je kazda
jeji polozka redukovana na Vv,

@ tablo 7 je dokoncené, pokud je kazda jeho vetev dokoncena, a je
sporné, pokud je kazda jeho vétev sporna.

Tablo dukaz (dikaz tablem) vyrokové formule ¢ je sporné tablo s polozkou
Fy v kofeni. ¢ je (tablo) dokazatelna, piSeme F ¢, ma-li tablo diukaz.

Obdobné, zamitnuti formule ¢ tablem je sporné tablo s polozkou T v kofeni.
Formule ¢ je (tablo) zamitnutelnd, ma-li zamitnuti tablem, tj. - —.
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Tablo metoda Duikaz

P¥iklady
F(((mpA=q) Vp) = (—p A—q)) T((p = q) < (pA—q))
\ / S
T((=pA—q) Vp) T(p—q) F(p—q)
\ \ \
F(=p A —q) T(pA—q) F(pA—q)
e N PN \
T(—p A —q) Tp Fp Tq Tp
\ PN \ \ \
® F(=p) F(=q) Tp Tp Fq
\ \ \ PN
Tp T'(~q) T(-q)  Fp F(—q)
\ \ \ \
Vi Va Va ® Fq ® Tq
\ \
a) b) ® ®

a) F(—p A —q) neredukovana na V;, V; spornd, Vs je dokon€end, V3 neni,
b) zamitnuti tablem vyrokové formule ¢: (p — q) <> (p A —q), tedy F —p.
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Tablo z teorie

Jak do dukazu pridat axiomy dané teorie T ?

Konecné tablo z teorie T je zobecnéni kone¢ného tabla pfidanim pravidla
(ii)" je-li V vétev kone€ného tabla (z T) a ¢ € T, pak pfipojenim Ty na
konec V vznikne (také) konecné tablo z T.

Pridanim dodatku “z teorie T” pfirozené zobecnime dalSi pojmy
@ tablo z teorie T je posloupnost 7y, 71, ..., Ty, ... koneénych tabel z T
takovych, Ze 7,11 vznikne z 7, pomoci (ii) Ci (ii)’, formalné 7 = Uy,
@ tablo dukaz formule ¢ z teorie T je sporné tablo z T's Fy v kofeni,
Ma-li ¢ tablo dikaz z T, je (tablo) dokazatelna z T, piSeme T + .

@ zamitnuti formule ¢ tablem z teorie T je sporné tablo z T's T¢ v kofeni.

Narozdil od pfedchozich definic, u tabla z teorie T je vétev V dokoncena,

je-li sporna, nebo je kazda jeji polozka redukovana na V a navic obsahuje
T pro kazdé ¢ € T.
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Tablo metoda Duikaz v teorii

Priklady tabla z teorie

Fpo
|
T(py — po)
/ \
Fp T'py
| |
T(p2 — p1) ®
/ \
Fpy Tp,

®
b)

a) Tablo dukaz formule ¢ z teorie T = {p, » — ¢}, tedy T F ¢.

b) Dokoncené tablo pro formuli py z teorie T' = {p,11 — pn | n € N}.
V8echny vétve jsou dokoncéené, nejlevéjsi vétev je bezesporna a
nekonecna. Poskytuje (jediny) model teorie T, ve kterém p, neplati.
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Systematické tablo

Popiseme systematickou konstrukci, jeZ povede vZdy k dokoncenému tablu.

Necht Rje polozkaa T = {9, ¢1,- .. } je (kone€na €i nekonecnd) teorie.
(1) Za 7o vezmi atomické tablo pro R. Dokud to Ize, aplikuj nasledujici kroky.

(2) Necht P je nejlevéjsi polozka v co nejmensi Urovni jiz daného tabla 7,
ktera neni redukovana na néjaké bezesporné vétvi prochazejici skrze P.

(3) Za 7}, vezmi tablo vzniklé z T, pfidanim atomického tabla pro P na
kazdou bezespornou vétev skrze P. (Neexistuje-li P, vezmi 7}, = 7,.)

(4) Za 1p41 vezmi tablo vzniklé z 7, pfidanim T, na kazdou bezespornou
vétev neobsahujici Tp,. (Neexistuje-li ¢, vezmi 7,1 = 75,.)

Systematické tablo z teorie T pro polozku R je vysledkem uvedené
konstrukce, tj. 7 = UTy,.
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Systematické tablo - dokoncenost

Tvrzeni Pro kazdou teorii T a poloZku R je systematické tablo T dokoncené.
Dikaz Necht 7 = Ur, je systematické tablo z T' = {yg, ¢1,... } s R v koreni.
@ Je-li vétev v T bezespornd, je i kazdy jeji prefix v 7, bezesporny.
@ Je-li poloZzka P neredukovana na vétvi v 7, je neredukovana na kazdém
jejim prefixu v 7, (na némz lezi).
@ Do Urovné kazdé polozky P (v&etné jeji) je v 7 jen kone¢né polozek.
@ Kdyby P byla neredukovana na néjaké bezesporné vétvi r, prisla by
na ni fada v néjakém kroku (2) a byla by zredukovana krokem (3).

@ Kazda ¢, € T bude dle (4) nejpozd8ji v 7,41 na kazdé bezesporné vétvi.

@ Tedy systematické tablo = obsahuje pouze dokonCené vétve. [
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Konecnost dukazU

Tvrzeni Je-li T = Ut, sporné tablo, je T, sporné konecné tablo pro néjaké n.
Dikaz
@ Necht' S je mnozina vrchold stromu 7, jenz nad sebou neobsahuiji spor,
tj. mezi pfedky nemaji dvojici Tp, Fy pro zadné .
@ Kdyby S byla nekonecna, dle Kénigova lemmatu by podstrom 7 na
vrcholech S obsahoval nekone¢nou vétev, tedy by = nebylo sporné tablo.
@ Jelikoz je S konecné, vSechny vrcholy z S lezi do Urovné m pro néjaké m.
@ Tedy kazdy vrchol v Urovni m + 1 ma nad sebou spor.
@ Zvolme n takové, Ze 7, se shoduje s 7 do Urovné m + 1 vCetné.

@ Pak kazda vétev v 7, je sporna. [

Duisledek Je-li systematické tablo T diukazem (z teorie T), je T konecné.

Dukaz PFijeho konstrukci se prodluzuji jen bezesporné vétve. [
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Korektnost

Rekneme, Ze polozka P se shoduje s ohodnocenim v, pokud P je Ty a

7(¢) = 1 nebo pokud P je Fp a v(¢) = 0. Vétev V tabla se shoduje s v,
shoduje-li se s v kazda polozka na V.

Lemma Necht v je model teorie T, ktery se shoduje s poloZkou v kofeni
tablat = Ur, z T. Pak v tablu T existuje vétev shodujici se s v.

Dikaz Indukci nalezneme posloupnost Vg, V4, ... takovou, Ze pro kazdé n
je V,, vétev v 7, shodujici se s v a V,, je obsazena ve V..
@ Ovéfenim atomickych tabel snadno zjistime, Ze zaklad indukce plati.
@ Pokud 7,41 vznikne z 7, bez prodlouzeni V,,, polozme V,,.; = V.
@ Vznikne-li 7,41 z 7, pfipojenim Ty k V;, pro néjaké ¢ € T, necht V4,
je tato vétev. JelikoZ v je model ¢, shoduje se V;,1 s v.
@ Jinak 7,41 vznikne z 7, prodlouzenim V,, o atomické tablo néjaké polozky
P na V,. Jelikoz se P shoduje s v a tvrzeni plati pro atomicka tabla, Ize
pozadovanou vétev V,,.1 vV 7,41 nalézt. O
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Véta o korektnosti

Ukazeme, Ze tablo metoda ve vyrokoveé logice je korekin.

Véta Pro kaZdou teorii T a formuli ¢, je-li ¢ tablo dokazatelna z T,
jeopravdivavT, . T+ = T .
Dikaz
@ Necht ¢ je tablo dokazatelna z teorie T, tj. existuje sporné tablo
s polozkou F v koreni.
@ Pro spor predpokladejme, Ze ¢ neni pravdiva v T, j. existuje model v
teorie T, ve kterém ¢ neplati (protiptiklad).
@ Jelikoz se polozka Fy shoduje s v, dle pfedchoziho lemmatu v tablu +
existuje vétev shodujici se s v.
@ To ale neni mozné, nebot kazda vétev tabla 7 je spornd, tj. obsahuje
dvojici Ty, Fi pro néjaké ¢. [
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.
Uplnost

Ukazeme, Ze bezesporna vétev v dokon¢eném tablu poskytuje protipfiklad.
Lemma Necht' V je bezesporna vétev dokonceného tabla r. Pro nasledujici
ohodnoceni v vyrokovych proménnych plati, Ze V se shoduje s v.
1 pokud se Tp vyskytuje na V
o(p) = { 0 p p vyskytuj
jinak
Dukaz Indukci dle struktury formule v polozce vyskytujici se na V.
@ Je-li polozka Tp na V, kde p je prvovyrok, je v(p) = 1 dle definice v.

@ Je-li polozka Fp na V, neni Tp na V, jinak by V byla sporna, tedy
7(p) = 0 dle definice v.

@ Je-li T(pAY)naV,je Ty a Ty na V, nebot 7 je dokonCené. Dle
indukéniho pfedpokladu je v(p) = V() = 1, tedy v(p A ) = 1.

@ Je-li F(p Ay) na V, je Fp nebo Fiy na V, nebot 7 je dokonCené. Dle
indukéniho pfedpokladu je 7(p) = 0 nebo 7(y)) = 0, tedy U(p A 3)) = 0.

@ Pro ostatni spojky obdobné jako v predchozich dvou pfipadech. [
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Véta o uplnosti

Ukazeme, Ze tablo metoda ve vyrokové logice je i uplna.
Véta Pro kazdou teorii T a formuli ¢, je-li ¢ pravdiva v T, je ¢ tablo
dokazatelnazT,§. T=¢ = TF .
Dikaz Necht ¢ je pravdiva v T. Ukazeme, ze libovolné dokoncené tablo
(napf. systematické) T z teorie T s polozkou F v kofeni je sporné.

@ Kdyby ne, necht V je néjaka bezesporna vétev tabla 7.

@ Dle predchoziho lemmatu existuje ohodnoceni v prvovyroku

takové, Zze V se shoduje s v, specialné s Fo, tj. 7(¢) = 0.
@ Jelikoz vétev V je dokon&ena, obsahuje T+ pro kazdé ¢ € T.
@ Tedy v je modelem teorie T (nebot’ vétev V se shoduije s v).

@ To je ale ve sporu s tim, Ze ¢ plati v kazdém modelu teorie T.

Tedy tablo 7 je dikazem ¢ z T. [
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Vlastnosti teorii

Zavedeme syntaktické varianty jiz definovanych sémantickych pojmu.

Necht T je teorie nad P. Je-li o dokazatelna z T, fekneme, Ze ¢ je
véta (teorém) teorie T. Mnozinu vét teorie T oznatme

Thm" (T) = {¢ € VFp | T+ ¢}.
Rekneme, Ze teorie T je
@ sporna, jestlize je v T dokazatelny L (spor), jinak je bezesporna,
@ kompletni, jestlize neni sporna a kazda formule je v ni dokazatelna Gi

zamitnutelna, ti. T+ ¢ &i T + - pro kazdé ¢ € VFp,

e extenze teorie T' nad I, jestlize P’ C P a Thm” (") C Thm®(T),
o extenzi T teorie T’ fekneme, Ze je jednoducha, pokud P =, a
konzervativni, pokud Thmpl( T’) = Thm"(T) N VEp/,

@ ekvivalentni s teorii T', jestlize T je extenzi T’ a T’ je extenzi T.
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o
Dusledky

Z korektnosti a Uplnosti tablo metody vyplyva, Ze predchozi pojmy se
shoduji se svymi sémantickymi variantami.
Dusledek Pro kazdou teorii T a formule ¢, 1) nad P,

@ THyoprave kdyZz T = o,

e Thm'(T) = 6%(T),

o T je sporna, pravé kdyZ neni splnitelna, tj. nema model,

@ T je kompletni, prave kdyZ je sémanticky kompletni, tj. ma pravé
Jjeden model,
@ T,pt 1 pravé kdyZ T + ¢ — 1 (Véta o dedukci).

Poznamka Vétu o dedukci Ize dokazat pfimo, transformaci prislusnych tabel.
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