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1. (Předchoźı DÚ) Necht’ T ∗ je teorie s axiomy rovnosti. Tablo metodou dokažte, že

(a) T ∗ |= x = y → y = x (symetrie =)

(b) T ∗ |= (x = y ∧ y = z) → x = z (tranzitivita =)

Nápověda: pro (a) v axiomu rovnosti (iii) vezměte x1 = x, x2 = x, y1 = y a y2 = x,
pro (b) vezměte x1 = x, x2 = y, y1 = x a y2 = z.

2. (Předchoźı DÚ) Necht’ L je jazyk obsahuj́ıćı binárńı relačńı symbol E a konstantńı symboly
a, b a T je teorie, jež má za model každý (neorientovaný) graf, v němž jsou vrcholy a a b
ve stejné komponentě souvislosti. Pomoćı věty o kompaktnosti dokažte, že T má i model, ve
kterém jsou vrcholy a, b v r̊uzných komponentách souvislosti.

(Tento př́ıklad ukazuje, že pojem souvislosti v grafu neńı definovatelný v jazyce 1. řádu.)

3. (Předchoźı DÚ) Necht’ L je jazyk s rovnost́ı obsahuj́ıćı binárńı relačńı symbol ≤ a T je
teorie, jež má nekonečný model a plat́ı v ńı axiomy pro lineárńı uspořádáńı. Pomoćı věty o
kompaktnosti dokažte, že T má model A s nekonečným klesaj́ıćım řetězcem, tj. v A existuj́ı
prvky ci pro i ∈ N s

· · · < cn+1 < cn < · · · < c0.

(Tento př́ıklad ukazuje, že pojem dobrého uspořádáńı neńı definovatelný v jazyce 1. řádu.)

4. Převed’te následuj́ıćı formule do prenexńıho tvaru.

(a) (∀y)((∃x)P (x, y)→ Q(y, z)) ∧ (∃y)((∀x)R(x, y) ∨Q(x, y))

(b) (∃x)R(x, y)↔ (∀y)P (x, y)

(c) ¬((∀x)(∃y)P (x, y)→ (∃x)(∃y)R(x, y)) ∧ (∀x)¬(∃y)Q(x, y)

5. K předchoźım formuĺım nalezněte Skolemovy varianty.

6. Ukažte, že Skolemova varianta nemuśı být ekvivalentńı p̊uvodńı formuli, např. ověřte

(a) |= (∀x)P (x, f(x))→ (∀x)(∃y)P (x, y)

(b) 6|= (∀x)(∃y)P (x, y)→ (∀x)P (x, f(x))

7. Necht’ T ′ je rozš́ı̌reńı teorie T = {(∃y)(x+ y = 0), (x+ y = 0)∧ (x+ z = 0)→ y = z} jazyka
L = 〈+, 0,≤〉 s rovnost́ı o definice < a unárńıho − pomoćı axiomů

−x = y ↔ x+ y = 0

x < y ↔ x ≤ y ∧ ¬(x = y)

Nalezněte formule p̊uvodńıho jazyka L ekvivalentńı v T ′ následuj́ıćım formuĺım.

(a) x+ (−x) = 0

(b) x+ (−y) < x

(c) −(x+ y) < −x

8. Teorie těles T jazyka L = 〈+,−, ·, 0, 1〉 má mezi axiomy jediný axiom ϕ, který neńı otevřený:

x 6= 0 → (∃y)(x · y = 1).

Vı́me, že T |= 0 · y = 0 a T |= (x 6= 0 ∧ x · y = 1 ∧ x · z = 1) → y = z.

(a) Nalezněte Skolemovu variantu ϕS formule ϕ s novým funkčńım symbolem f .
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(b) Necht’ T ′ je teorie vzniklá z T nahrazeńım ϕ za ϕS . Je T ′ |= ϕ?

(c) Lze každý model teorie T jednoznačně expandovat na model teorie T ′?

9. (DÚ, včetně 8a) Necht’ T je předchoźı teorie. Označme ψ formuli x · y = 1∨ (x = 0∧ y = 0).

(a) Plat́ı v T podmı́nky existence a jednoznačnosti pro formuli ψ(x, y) a proměnnou y?

(b) Sestrojte extenzi T ∗ teorie T o definovaný symbol f formuĺı ψ.

(c) Je T ∗ ekvivalentńı teorii T ′ z přechoźıho př́ıkladu?

(d) K následuj́ıćı formuli nalezněte v T ∗ ekvivalentńı formuli p̊uvodńıho jazyka L.

f(x · y) = f(x) · f(y)

10. Sestrojte Herbrandovo univerzum a př́ıklad Herbrandovy struktury pro následuj́ıćı jazyky.

(a) L = 〈P,Q, f, a, b〉, kde P,Q jsou unárńı resp. binárńı relačńı, f je unárńı funkčńı, a, b
jsou konstantńı symboly.

(b) L = 〈P, f, g, a〉, kde P je binárńı relačńı, f, g jsou unárńı funkčńı, a je konstantńı.

11. Sestrojte Herbrand̊uv model pro následuj́ıćı teorie anebo nalezněte nejsplnitelnou konjunkci
základńıch instanćı jej́ıch axiomů. Předpokládejte, že jazyk obsahuje konstantńı symboly a,
b.

(a) T = {¬P (x) ∨Q(f(x), y),¬Q(x, b), P (a)}
(b) T = {¬P (x) ∨Q(f(x), y), Q(x, b), P (a)}
(c) T = {P (x, f(x)),¬P (x, g(x))}
(d) T = {P (x, f(x)),¬P (x, g(x)), P (g(x), f(y))→ P (x, y)}

12. Necht’ otevřená teorie P je v množinové reprezentaci, tj. je to množina klauzuĺı. Řekneme,
že P je program, obsahuje-li každá jej́ı klauzule právě jeden pozitivńı literál (tj. atomickou
formuli) a libovolně (konečně) mnoho negativńıch literál̊u.

(a) Dokažte, že každý program má Herbrand̊uv model.

(b) Dokažte, že každý program má minimálńı Herbrand̊uv model, tj. Herbrand̊uv model A
takový, že pro každý Herbrand̊uv model B je RA ⊆ RB pro každý relačńı symbol R.
(Návod: ukažte, že “pr̊unik” všech Herbrandových model̊u je Herbrand̊uv model.)

(c) Necht’ A je minimálńı Herbrand̊uv model programu P . Dokažte, že pro každou atomic-
kou formuli ϕ,

A |= ϕ ⇔ P |= ϕ.

(d) Necht’ P je program a ψ(x1, . . . , xn) je konjunkce atomických formuĺı. Dokažte, že
je-li P |= (∃x1) . . . (∃xn)ψ, pak existuj́ı konstantńı termy t1, . . . , tn takové, že P |=
ψ(x1/t1, . . . , xn/tn).

Poznámka: Tento př́ıklad ukazuje na možnost ześılit Herbrandovu větu pro teorie tvaru P ∪
{¬ψ}, kde P je program a ψ je konjunkce atomických formuĺı. Je-li ψ dotaz nad programem
P (v Prologu), pak termy t1, . . . , tn (pokud existuj́ı) jsou “dosvědčuj́ıćı” výstupńı substitućı,
jǐz interpret Prologu vyhledává.
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