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1. Na křižovatku tř́ı silnic přijela zároveň tři (robotická) auta, z každé silnice jedno auto. Auta
chtěj́ı křižovatkou projet v daném směru, t.j. doleva či doprava od směru odkud přijela, a
ř́ıd́ı se přitom jednoduchým pravidlem:

(i) Chceš-li jet doleva, a auto zprava chce zahnout doprava nebo auto zleva chce zahnout
doleva, tak st̊uj, jinak jed’.

Rezolućı chceme dokázat, že

(ii) Pokud aspoň jedno auto jede, nějaké auto chce zahnout doprava.

Necht’ prvovýroky li a si pro i = 1, 2, 3 označuj́ı, že “i-té auto chce zahnout doleva” a “i-té
auto stoj́ı”. Označme P = {li, si | i = 1, 2, 3}.

(a) Pro každé auto napǐste výrok nad P ve tvaru ekvivalence vyjadřuj́ıćı, že se ř́ıd́ı pravidlem
(i). Necht’ T je teorie nad P, jež má za axiomy tyto výroky. Dále napǐste výrok ϕ nad
P vyjadřuj́ıćı tvrzeńı (ii). (2b)

(b) Pomoćı převodu axiomů teorie T a výroku ϕ či jejich negaćı na CNF napǐste teorii S v
množinové reprezentaci, která je nesplnitelná, právě když T |= ϕ. (2b)

(c) Rezolućı dokažte, že S je nesplnitelná. Rezolučńı zamı́tnut́ı znázorněte rezolučńım stro-
mem. (3b)

(d) Je S zamı́tnutelná LI-rezolućı? Uved’te zd̊uvodněńı. (1b)

(e) Zjistěte, kolik má teorie T model̊u. (Neńı nutné modely určit.) Zjistěte, kolik je navzájem
neekvivalentńıch výrok̊u nad P, resp. nad P′ = {l1, l2, l3}, které jsou nezávislé v teorii
T . Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)

2. Necht’ T = {(∃x)(P (x) → Q(x)), (∀x)(R(x) ∧ ¬Q(x))} je teorie jazyka L = 〈P,Q,R〉 bez
rovnosti, kde P,Q,R jsou unárńı relačńı symboly, a označme ϕ sentenci (∀x)(¬P (x)∧R(x)).

(a) Sestrojte dokončené tablo z teorie T s položkou Fϕ v kořeni. (4b)

(b) Z bezesporné větve předchoźıho tabla sestrojte model A teorie T , ve kterém ϕ neplat́ı.
(2b)

(c) Je ϕ dokazatelná, vyvratitelná, nebo nezávislá v T? Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)

(d) Má teorie T konzervativńı kompletńı extenzi? Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)

3. Necht’ T je teorie v jazyce L = 〈0,−, | |, <, f, g〉 s rovnost́ı, kde 0 je konstantńı symbol, | |, f, g
jsou unárńı funkčńı symboly, − je binárńı funkčńı a < je binárńı relačńı symbol, s axiomy

ϕ1 : (∀u)(∀ε)(0 < ε→ (∃δ)(0 < δ ∧ (∀x)(|x− u| < δ → |f(x)− f(u)| < ε))),

ϕ2 : (∃u)(∃ε)(0 < ε ∧ (∀δ)(0 < δ → (∃x)(|x− u| < δ ∧ ¬(|g(x)− g(u)| < ε)))).

(a) Nalezněte formule ϕ′
1, ϕ′

2 v prenexńım tvaru a ekvivalentńı s ϕ1 resp. ϕ2. (2b)

(b) Pomoćı skolemizace sestrojte otevřeně axiomatizovanou teorii T ′ (př́ıpadně v širš́ım
jazyce L′) ekvisplnitelnou s T . (2b)

(c) Bud’ A = 〈R, 0,−, | |, <, id, sgn〉, kde 0,−, | |, < má sv̊uj obvyklý význam na R, id(r) = r
pro všechna r ∈ R a sgn(0) = 0, sgn(r) = |r|/r pro r 6= 0. Nalezněte expanzi A′

struktury A do jazyka L′ takovou, že A′ |= T ′. (2b)

(d) Uved’te př́ıklady množiny definovatelné a množiny nedefinovatelné v A bez parametr̊u.
Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)
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