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1. Na každém poĺıčku mř́ıžky 3x3 může být jáma nebo vánek (anebo ani jedno). Vı́me, že plat́ı:

(i) žádné dvě jámy nejsou na sousedńıch poĺıčćıch,

(ii) pro každé poĺıčko plat́ı, že je na něm vánek, právě když někde na sousedńıch je jáma,

(iii) na poĺıčćıch [1,2] a [2,2] je vánek, na poĺıčćıch [1,1] a [2,1] vánek neńı.

Označme E = {{[i, j], [i′, j′]} | [i, j] a [i′, j′] jsou sousedńı poĺıčka}, přičemž sousedńı se
mysĺı horizontálně či vertikálně (nikoliv diagonálně). Necht’ P = {jij , vi,j | 1 ≤ i, j ≤ 3} je
množina prvovýrok̊u, kde jij a vij reprezentuj́ı, že “na poĺıčku [i, j] je jáma (resp. vánek)”.

(a) Napǐste výrok ϕe pro e = {[i, j], [i′, j′]} ∈ E vyjadřuj́ıćı, že “na sousedńıch poĺıčćıch
[i, j], [i′, j′] nejsou dvě jámy”, výrok ψij vyjadřuj́ıćı, že “na poĺıčku [i, j] je vánek,
právě když někde na sousedńıch poĺıčćıch je jáma” (stač́ı př́ıklad pro rohové poĺıčko
[1, 1], krajńı (nerohové) poĺıčko [1, 2] a vnitřńı poĺıčko [2, 2]) a dále napǐste výrok χ
vyjadřuj́ıćı (iii), vše nad množinou prvovýrok̊u P. Pomoćı těchto výrok̊u sestrojte teorii
T vyjadřuj́ıćı (i), (ii), (iii). (2b)

(b) Převed’te T do množinové reprezentace (namı́sto obecného výroku ψij stač́ı př́ıklad pro
ψ11, ψ12 a ψ22). (2b)

(c) Ukažte, že T `R ¬j33, tj. “na poĺıčku [3, 3] neńı jáma”. Odvozeńı znázorněte rezolučńım
stromem. Nápověda: nejprve si uvědomte, jak to vyplývá z toho, co v́ıme. (4b)

(d) Je T rezolućı zamı́tnutelná? Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)

2. Necht’ T = {(∀x)¬P (x, x), (∃x)(∀y)(P (x, y)→ P (y, x)), (∀x)(∀y)(P (x, y)∧P (y, x)→ P (x, x)),
(∀x)(∃y)P (x, y)} je teorie jazyka L = 〈P 〉 bez rovnosti, kde P je binárńı relačńı symbol.

(a) Skolemizaćı nalezněte k T ekvisplnitelnou teorii T ′ (nad vhodně rozš́ı̌reným jazykem)
axiomatizovanou pouze univerzálńımi sentencemi. (2b)

(b) Tablo metodou dokažte, že T ′ je nesplnitelná. (4b)

(c) Necht’ T ′′ je teorie tvořená právě otevřenými jádry axiomů teorie T ′. Nalezněte kon-
junkci základńıch instanćı axiomů T ′′, která je nesplnitelná. Nápověda: využijte tablo z
(b). (2b)

(d) Je teorie T kompletńı? Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)

3. Necht’ T je teorie jazyka L = 〈f, g, a〉 s rovnost́ı, kde f , g, a jsou (po řadě) binárńı, unárńı
a nulárńı funkčńı symboly, s následuj́ıćımi axiomy

f(x, f(y, z)) = f(f(x, y), z),

f(a, x) = x ∧ f(x, a) = x,

f(x, g(x)) = a ∧ f(g(x), x) = a.

(a) Je (∀x)(∀y)f(x, y) = f(y, x) pravdivá / lživá / nezávislá v T? Zd̊uvodněte. (2b)

(b) Uvažme strukturu Z4 = 〈{0, 1, 2, 3},+,−, 0〉 jazyka L, kde +, − jsou standardńı sč́ıtáńı
a (unárńı) mı́nus modulo 4. Je teorie Th(Z4), tj. teorie struktury Z4, jednoduchá extenze
teorie T? Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)

(c) Nalezněte všechny podstruktury Z4. Jsou všechny modelem teorie T? Zd̊uvodněte. (2b)

(d) Necht’ Q = 〈Q,+,−, ·, 0, 1〉 je struktura racionálńıch č́ısel se standardńımi operacemi.
Existuje redukt Q, který je modelem T? Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)
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