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1. V prezidentských volbách kandiduj́ı pan A a pan B.

(i) Pan A ř́ıká: “Budu zvolen nebo pan B ľze.”

(ii) Pan B ř́ıká: “Pan A nebude zvolen nebo ľzu.”

(iii) Bude zvolen právě jeden kandidát.

Necht’ prvovýroky zA, zB reprezentuj́ı, že bude zvolen pan A (resp. pan B) a pA, pB repre-
zentuj́ı, že pan A (resp. pan B) mluv́ı pravdu. Označme P = {zA, zB , pA, pB}.

(a) Napǐste výroky ϕ1, ϕ2 ve tvaru ekvivalence a výrok ϕ3 v CNF vyjadřuj́ıćı (po řadě)
(i), (ii), (iii), vše nad množinou prvovýrok̊u P. (2b)

(b) Necht’ T = {ϕ1, ϕ2, ϕ3}. Tablo metodou dokažte, že T |= zB . (4b).

(c) Uved’te př́ıklad výroku nad P, který je v teorii T nezávislý, anebo zd̊uvodněte, že takový
výrok neexistuje. (2b).

(d) Nalezněte teorii S nad {zA, zB} takovou, že T je konzervativńı extenze S. (2b)

2. Necht’ T je teorie v jazyce L = 〈<, f, g〉 s rovnost́ı, kde f, g jsou unárńı funkčńı symboly a
< je binárńı relačńı symbol, s axiomy

ϕ1 : (∀u)(∃v)(∀x)(v < x→ u < f(x)),

ϕ2 : (∃u)(∀v)(∃x)(v < x ∧ ¬(u < g(x))).

(a) Pomoćı skolemizace sestrojte otevřeně axiomatizovanou teorii T ′ (př́ıpadně v širš́ım
jazyce L′) ekvisplnitelnou s T . (2b)

(b) Bud’ A = 〈R, <, id, tg′〉, kde < má sv̊uj obvyklý význam na R, id(r) = r pro všechna
r ∈ R, tg′(kπ/2) = 0 pro k ∈ Z a tg′(r) = tg(r) (tg je funkce tangens) pro r 6= kπ/2 s
k ∈ Z. Nalezněte expanzi A′ struktury A takovou, že A′ |= T ′. (2b)

(c) Rezolućı ukažte, že T ∗ = T ′ ∪ {f(x) = g(x)} je nesplnitelná teorie. Namı́sto axiomů
rovnosti pro jazyk L′ můžete použ́ıt (slabš́ı) axiom

x2 = y2 → (x < x2 → x < y2).

Nápověda: V tom př́ıpadě stač́ı čtyři rezolučńı kroky. (4b)

(d) Nalezněte konjunkci základńıch instanćı axiomů T ∗ (včetně axiomů rovnosti nebo výše
uvedeného (slabš́ıho) axiomu), která je nesplnitelná. Nápověda: využijte unifikace v re-
zoluci z (c). (2b).

3. Necht’ T = {c1 6= c2, (∃x)(x 6= c3), ϕ} je teorie jazyka L = 〈c1, c2, c3〉 s rovnost́ı, kde c1, c2,
c3 jsou konstantńı symboly a axiom ϕ vyjadřuje “Existuj́ı nejvýše 4 prvky.”

(a) Je formule c1 = c3 pravdivá / lživá / nezávislá v T? (2b)

(b) Určete izomorfńı spektrum teorie T . (2b)

(c) Nalezněte dvě neekvivalentńı jednoduché kompletńı extenze teorie T nebo zd̊uvodněte,
proč neexistuj́ı. (2b)

(d) Je teorie T otevřeně axiomatizovatelná? Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)
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