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1. Necht’ Mn = 〈V,E〉 je neorientovaná mř́ıžka n×n, kde n ≥ 2, t.j. graf s vrcholy V = {(i, j) |
1 ≤ i, j ≤ n} a hranami E = {{(i, j), (i + 1, j)} | 1 ≤ i < n, 1 ≤ j ≤ n} ∪ {(i, j), (i, j + 1)} |
1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j < n}. Ř́ıkáme, že množina A ⊆ E je perfektńı párováńı, pokud každý vrchol
je incidentńı s právě jednou hranou z A.

Chceme (rezolućı ve VL) ukázat, že pro liché n (speciálně pro n = 3) nemá mř́ıžka Mn

perfektńı párováńı. Necht’ Pn = {p{ij,i′j′} | {(i, j), (i′, j′)} ∈ E} je množina prvovýrok̊u, kde
p{ij,i′j′} reprezentuje, že “hrana {(i, j), (i′, j′)} je v množině A”.

(a) Napǐste výrok ϕi,j , kde 1 ≤ i, j ≤ n, nad Pn vyjadřuj́ıćı, že “vrchol (i, j) je incidentńı
s právě jednou hranou z A”. (Stač́ı př́ıklad pro rohový vrchol (1, 1), krajńı (nerohový)
vrchol (1, 2) a vnitřńı vrchol (2, 2)). Pomoćı výrok̊u ϕi,j napǐste teorii Tn vyjadřuj́ıćı,
že “množina A je perfektńı párováńı grafu Mn.” (2b)

(b) Necht’ nyńı n = 3. Nalezněte množinovou reprezentaci teorie T3. (2b)

(c) Předpokládejme nav́ıc, že do množiny A patř́ı hrana {(1, 1), (1, 2)}. Ukažte rezolućı, že
T3 ∪ {p11,12} je nesplnitelná teorie. (4b)

(d) Je T3 `LI � ? Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)

2. Necht’ T = {(∃x)P (x, x), (∀x)(∃y)R(x, y), (∀u)(∀v)(∃x)(∀y)(R(x, y) → ¬P (u, v))} je teorie
jazyka L = 〈P,R〉 bez rovnosti, kde P,R jsou binárńı relačńı symboly.

(a) Skolemizaćı nalezněte k T ekvisplnitelnou teorii T ′ (nad vhodně rozš́ı̌reným jazykem)
axiomatizovanou pouze univerzálńımi sentencemi. (2b)

(b) Tablo metodou dokažte, že T ′ je nesplnitelná. (4b)

(c) Necht’ T ′′ je teorie tvořená právě otevřenými jádry axiomů teorie T ′. Nalezněte kon-
junkci základńıch instanćı axiomů T ′′, která je nesplnitelná. Nápověda: využijte tablo z
(b). (2b)

(d) Je sentence (∀x)P (x, x) pravdivá / lživá / nezávislá v T? Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)

3. Bud’ T = {¬(∃x)(f(x) = x), f(x) = f(y) → x = y, ϕ} teorie v jazyce L = 〈f〉 s rovnost́ı,
kde f je unárńı funkčńı symbol a axiom ϕ vyjadřuje “Existuje nejvýše 5 prvk̊u.”

(a) Určete izomorfńı spektrum teorie T . (2b)

(b) Nalezněte dvě neekvivalentńı jednoduché kompletńı extenze teorie T . (2b)

(c) Je teorie S = {¬(∃x)(f(x) = x), (∀x)(∃y)(f(y) = x), ϕ} extenźı teorie T? Je T extenźı
S? Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)

(d) Bud’ Z5 = 〈Z5, F 〉, kde F (m) = m + 1 mod 5 pro m ∈ Z. Uved’te př́ıklady množiny (i)
definovatelné, (ii) nedefinovatelné ve struktuře Z5. (2b)
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