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1. Necht’ n ≥ 1 je pevné přirozené č́ıslo a označme [n] = {1, . . . , n}. Chceme rezolućı ve výrokové logice
ukázat (konkrétně pro n = 2), že každá funkce f : [n] → [n], která je prostá, je zároveň na.
Necht’ P = {pij | i, j ∈ [n]} je množina prvovýrok̊u, kde pij reprezentuje, že f(i) = j.

(a) Napǐste výroky ϕn, ψn, χn nad P vyjadřuj́ıćı (po řadě) následuj́ıćı tvrzeńı. (2b)

(i) Pro každé i ∈ [n] existuje právě jedno j ∈ [n] takové, že f(i) = j (tj. f je funkce).

(ii) Pro každé i1, i2 ∈ [n], i1 6= i2, plat́ı, že f(i1) 6= f(i2) (tj. f je prostá).

(iii) Pro každé j ∈ [n] existuje i ∈ [n] takové, že f(i) = j (tj. f je na).

(b) Necht’ nyńı n = 2. Pomoćı předchoźıch výrok̊u nalezněte teorii T s axiomy v CNF, která
je nesplnitelná, právě když {ϕ2, ψ2} |= χ2. Napǐste T v množinové reprezentaci. (2b)

(c) Ukažte, že T `R �. Rezolučńı zamı́tnut́ı znázorněte rezolučńım stromem. (4b)

(d) Pro která n ≥ 1 je teorie {ϕn, ψn} kompletńı? Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)

2. Necht’ T = {(∃x)((∃y)P (x, y) → (∃z)R(z)), (∀x)(¬R(x) → (∃y)P (x, y)),¬(∃x)R(x)} je teo-
rie jazyka L = 〈P,R〉 bez rovnosti, kde P,R je unárńı resp. binarńı relačńı symbol.

(a) Skolemizaćı nalezněte k T ekvisplnitelnou teorii T ′ (nad vhodně rozš́ı̌reným jazykem)
axiomatizovanou pouze univerzálńımi sentencemi. (2b)

(b) Tablo metodou dokažte, že T ′ je nesplnitelná. (4b)

(c) Necht’ T ′′ je teorie tvořená právě otevřenými jádry axiomů teorie T ′. Nalezněte kon-
junkci základńıch instanćı axiomů T ′′, která je nesplnitelná. Nápověda: využijte tablo z
(b). (2b)

(d) Napǐste nějakou nekonzervativńı extenzi teorie T nebo zd̊uvodněte, proč žádná neexis-
tuje. (2b)

3. Necht’ T = {x = f(f(x)), ϕ} je teorie jazyka L = 〈f〉 s rovnost́ı, kde f je unárńı funkčńı
symbol a axiom ϕ vyjadřuje, že “existuj́ı nejvýše 3 prvky”.

(a) Určete izomorfńı spektrum teorie T . (2b)

(b) Napǐste dvě navzájem neekvivalentńı jednoduché kompletńı extenze teorie T . (2b)

(c) Necht’ T ′ = {f(x) = f(f(f(x))), ϕ} je teorie stejného jazyka, axiom ϕ je stejný jako
výše. Je T ′ extenze T? Je T extenze T ′? Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)

(d) Je teorie T otevřeně axiomatizovatelná? Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)
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