Vyrokova a predikatova logika - Xl

Petr Gregor
KTIML MFF UK

ZS 2018/2019

Petr Gregor (KTIML MFF UK) Vyrokové a predikatova logika - XI



Rezoluéni metoda v PL - Uvod

@ Zamitaci procedura - cilem je ukazat, ze danéa formule (Ci teorie)
je nesplnitelna.

@ Predpoklada oteviené formule v CNF (v mnozinové reprezentaci).
Literal je (tentokrat) atomicka formule nebo jeji negace.
Klauzule je kone€na mnozina literald, O znadi prazdnou klauzuli.
Formule (v mnoZinové reprezentaci) je mnozina (i nekone¢na) klauzuli.

Poznamka KaZdou formuli (teorii) umime pfevést na ekvisplnitelnou
otevienou formuli (teorii) v CNF, tj. na formuli v mnoZinové reprezentaci.

@ Rezolucni pravidlo je obecnéjsi - umoznuje rezolvovat pres literaly,
které jsou unifikovatelné.

@ Rezoluce v PL je zalozena na rezoluci ve VL a unifikaci.
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Gred
Lokalni vyznam proménnych

Proménné v ramci klauzule miZzeme pfejmenovat.

Necht ¢ je (vstupni) oteviena formule v CNF.

@ Formule ¢ je splnitelnd, pravé kdyz jeji generalni uzavér ¢’ je splnitelny.

@ Pro kazdé formule 1, x a proménnou x
E ()@ AX) & (YX)PA (VX)X
(i kdyz x je volna v ¢ a x zaroven).
@ Kazdou klauzuli ve ¢ Ize tedy nahradit jejim generalnim uzavérem.

@ Uzavéry klauzuli Ize variovat (pfejmenovat proménné).

Napf. variovanim druhé klauzule v (1) ziskame ekvisplnitelnou formuli (2).
(1) {{P(x), Qx,y)}, {=P(x), ~Q(y, X)} }
(2) {{P(x), Qx,y)}, {=P(v), ~Q(u, v) }}
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Prima redukce do VL

Herbrandova véta umoZriuje nasledujici postup. Je ale znacné neefektivni.

@ Necht S je (vstupni) formule v mnozinové reprezentaci.
@ Lze predpokladat, ze jazyk obsahuje alespon jeden konstantni symbol.
@ Necht' S’ je mnozina vSech zakladnich instanci klauzuli z S.

@ Zavedenim prvovyrokUl pro kazdou atomickou sentenci Ize S’ pfevést na
(pfipadné nekoneénou) vyrokovou formuli v mnozinové reprezentaci.

@ Rezoluci na Grovni VL ovéfime jeji nesplnitelnost.

Napr. pro S = {{P(x,y), R(x,y)}, {=P(c,y)}, {~R(x,f(x))}} je
§" = {{P(c,c),R(c, o)}, {P(c, f(c)), R(c, f(e)}, {P(f(c), f(c), R(f(c). f(e))} -,
{=P(c, )}, {=P(c. f(c)},- ... {~R(c. f(e)}, {-R(f(e), f(f(c))}- - }

nesplnitelna, nebot na udrovni VL je

S 2 {{P(c.f(c), R(c. f(e)} {~P(c. f(e)}, {=R(c. f(¢)}} Fr O
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zoluéni metoda v PL  IRSTINE (1 (6%

Substituce - priklady

vvvvv

a) {P(x),Q(x,a)}, {=P(y),~Q(b,y)} substituci x/b, y/a dostaneme
{P(b),Q(b,a)}, {—~P(a),-Q(b,a)} a z nich rezoluci {P(b),—P(a)}.
Nebo substituci x/y a rezoluci dle P(y) dostaneme {Q(y. a),~Q(b,y)}.

b) {P(x),Q(x,a),Q(b,y)}, {=P(v),-Q(u,v)} substituce x/b, y/a, u/b, v/a
dava {P(b),Q(b,a)}, {—-P(a),~Q(b,a)} a z nich rezoluci {P(b), —P(a)}.

c) {P(x),Q(x,2)}, {-P(y),~Q(f(y),y)} substituci x/f(z), y/z dostaneme
{P(f(2)), Qf(2), 2)}, {~P(2), ~Q(f(2), 2) } az nich {P(f(2)), ~P(2)}.

P¥i substituci x/f(a), y/a, z/a dostaneme {P(f(a)), Q(f(a),a)},
{=P(a),~Q(f(a),a)} a z nich rezoluci {P(f(a)), ~P(a)}. Pfedchozi
substituce je ale obecnéjsi.
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Substituce

@ Substituce je (kone€nd) mnozina o = {x;/t,...,x,/t,}, kde x; jsou
navzajem rdzné promenné a t; jsou termy, pficemz t; neni x;.

@ Jsou-li vSechny termy t; konstantni, je o zakladni substituce.
@ Jsou-li t; navzajem r(izné proménné, je o pfejmenovani promennych.
@ Vyrazje literél nebo term. (Substituci Ize aplikovat na vyrazy.)

@ Instance vyrazu E pfi substitucioc = {x;/t1,...,x,/t,} je vyraz Ec
vznikly z E sou¢asnym nahrazenim vSech vyskytd proménnych x; za t;.

@ Pro mnozinu vyraz(i S oznamé So mnozinu instanci Eo vyrazd E z S.
Poznamka JelikoZ substituce je sou¢asna pro vsechny proménné zaroven,
pfipadny vyskyt promenné x; v termu t; nevede k zfetézeni substituci.
Napr. pro S = {P(x), R(y, z)} a substitucioc = {x/f(y,z),y/x,z/c} je

So = {P(f(y.2)), R(x, 0)}.
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Skladani substituci

Zadefinujeme o tak, aby E(ot) = (Eo)T pro kaZdy vyraz E.
Napr. pro E = P(x,w, u), o = {x/f(y), w/v}, T ={x/a,y/g(x),v/w, u/c} je
Eo = P(f(y),v,u), (Eo)r = P(f(g(x)), w,c).
Pak by mélo bytor = {x/f(g(x)),y/g(x),v/w, u/c}.
Pro substituce o = {x;/t1,....,xp/tn} @7 ={)1/S1,...,Yn/Sn} definujeme
or ={x;/tir | x; € X, x;neni ;7 U{y;/s;i | yj € Y\ X}

sloZenou substitucio at,kde X = {x1,...,x,}aY ={y1,...,Ym}-

Poznamka Skladani substituci neni komutativni, napf. pro uvedené o a r je

To ={x/a,y/8(f(y)) u/c,w/v} # or.
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Skladani substituci - vlastnosti

Ukazeme, Ze definice vyhovuje nasemu poZadavku a skladani je asociativni.
Tvrzeni Pro kazdy vyraz E a substituce o, T, o plati
(i) (Eo)T = E(o7),
(ii) (o7)o = o(70).
Dikaz Necht o = {x;/t,....xp/tn} @7 ={)1/S1,...,Ym/Sm}. Staci uvazit
pfipad, kdy E je proménnd, feknéme v.
(i) Je-li v proménnd x; pro néjaké i, je vo = t; a (vo)T = t;7, COZ je v(oT)
dle definice or. Jinak vo = v a (vo)r = vr.
Je-li v proménna y; pro néjaké j, je dale (vo)r = vr = s;, coZ je v(oT)
dle definice o7. Jinak (vo)T = vr = v a zaroven v(oT) = V.
(ii) Opakovanym uzitim (i) dostaneme pro kazdy vyraz E,
E((o7)o) = (E(o7))o = ((Eo)T)e = (Eo)(70) = E(o(70)). O
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Unifikace

Necht S = {Ei, ..., E,} je (kone¢nd) mnozina vyrazu.

@ Unifikace pro S je substituce o takova, ze Eyo = Fyo = -+ - = E,0,
tj. So je singleton.
@ S je unifikovatelna, pokud ma unifikaci.

@ Unifikace o pro S je nejobecnéjsi unifikace (mgu), pokud pro kazdou
unifikaci 7 pro S existuje substituce ) takova, ze 7 = o \.

Napr. S = {P(f(x),y), P(f(a), w)} je unifikovatelna pomoci nejobecnéjsi
unifikace o = {x/a,y/w}. Unifikaci 7 = {x/a, y/b, w/b} dostaneme jako o\
pro A = {w/b}. T neni mgu, nelze z ni ziskat unifikaci o = {x/a,y/c, w/c}.

e

Pozorovani Jsou-li o, T rizné nejobecnéjsi unifikace pro S, lisi se pouze
pfejmenovanim proménnych.
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Unifikacni algoritmus

Necht S je (kone€na) neprazdna mnozina vyraz( a p je nejlevejsi pozice,
na které se néjaké dva vyrazy z S lisi. Pak neshoda v S je mnozina D(S)
podvyrazli za¢inajicich na pozici p ze vSech vyrazi v S .

NapF. pro S = {P(x,y), P(f(x), 2). P(z. f(x))} je D(S) = {x.f(x), z}.

Vstup Neprazdna (koneCnd) mnozina vyrazu S.

Vystup Nejobecnéjsi unifikace o pro S nebo “S neni unifikovatelna”.
(0) Necht Sy := S, 09 :=0, k:=0. (inicializace)
(

1) Je-li S singleton, vydej substituci o = ggo; - - - 0. (mgu pro S)
(2) Zjisti, zda v D(Sy) existuje proménna x a term ¢ neobsahujici x.
)

)

(3) Pokud ne, vydej “S neni unifikovatelna”.
(4) Jinak oyyq = {x/t}, Skr1 = Skoks1, k:=k+ 1 ajdina(1).

Poznamka Test vyskytu proménné x v termu t v kroku (2) miZe byt “drahy’.
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Rezoluéni metoda v PL Unifikace
Unifika¢ni algoritmus - priklad

S={P(f(y,8(2)), h(D)), P(f(h(w),g(a)),t), P(f(h(b),g(2)),¥)}
1) So = S neni singleton a D(Sy) = {y, h(w), h(b)} obsahuje term h(w) a
proménnou y nevyskytujici se v h(w). Pak o1 = {y/h(w)}, S1 = Spo1, 1j.
S1 = {P(f(n(w),8(2)), h(D)), P(f(h(w), g(a)),1), P(f(h(b),g(2)), h(w))}.
2) D(S1) = {w, b}, o2 = {w/b}, S = Si02, 1j.
S = {P(f(I(b),8(2)), h(D)), P(f(h(D),g(a)),t)}.
3) D(S) = {z,a}, o5 = {z/a}, S3 = S03, 1.
Ss = {P(f(h(D),g(a)), h(b)), P(f(h(b),g(a)), )},
4) D(S3) = {h(b), t}, o4 = {t/h(b)}, S4 = S304, 1j.
Sa = {P(f(h(D),g(a)), (b))}
5) 84 je singleton a nejobecnéjsi unifikace pro S je

o ={y/Mw){w/b}{z/a}{t/h(b)} = {y/h(D), w/b,z/a, t/h(b)}.
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UnifikaCni algoritmus - korektnost

Tvrzeni Pro kaZdé S unifikacni algoritmus vyda po kone¢né mnoha krocich

korektni vysledek, tj. nejobecnéjsi unifikaci o pro S nebo pozna, Ze S neni
unifikovatelna. (x) Navic, pro kazdou unifikaci T pro S plati, Ze T = o.
Dikaz V kazdém kroku eliminuje jednu proménnou, nékdy tedy skonci.

@ Skonci-li neaspéchem po k krocich, nelze unifikovat D(S;), tedy ani S.

@ Vyda-lio = ggo1 - - - 0y, j€ o evidentné unifikace pro S.

@ Dokazeme-li, Ze o ma vlastnost (x), je o nejobecnéjsi unifikace pro S.

1) Necht 7 je unifikace pro S. UkdZeme, 2e 7 = ogo; - - - o;7 pro kazdé i < k.

(

(2) Proi=0plati (1). Necht o, = {x/t}, pfedpokladejme 7 = g¢o; - - - 0;7.
(3) Staci dokazat, ze vo; 17 = vT pro kazdou proménnou v.

(4) Pro v # x je voirq = v, tedy plati (3). Jinak v = x a vojy; = X011 = t.
(5) Jelikoz 7 unifikuje S; = Sogo; -+ - 0; @a proménna x i term ¢ jsou v D(S;),

musi 7 unifikovat x a ¢, tj. 7 = x, jak bylo pozadovano pro (3). O
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Obecné rezolucni pravidlo

Necht klauzule C;, G, neobsahuji stejnou proménnou a jsou ve tvaru
C=CU{A,...,A}, G=CU{-By,...,mBn},
kde S = {A,,... Ay, By,..., By} Ize unifikovat a n, m > 1. Pak klauzule
C=CjoUCCpo,

kde o je nejobecnéjsi unifikace pro S, je rezolventa klauzuli C; a G,.

Napf. v klauzulich { P(x), Q(x,z)} a {=P(y), ~Q(f(¥),y)} Ize unifikovat

S={Q(x,z), Q(f(¥),y)} pomoci nejobecng&jsi unifikace o = {x/f(y),z/y}
a ziskat z nich rezolventu {P(f(y)), ~P(y)}.

Poznamka Podmince o riznych proménnych Ize vyhovét pfejmenovanim
promeénnych v ramci klauzule. Je to nutné, napf. z {{P(x)},{—-P(f(x))}}
Ize po pfejmenovani ziskat O, ale { P(x), P(f(x))} nelze unifikovat.
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Rezoluéni dikaz

Pojmy zavedeme jako ve VL, jen navic dovolime pfejmenovani proménnych.

@ Rezolucni dikaz (odvozeni) klauzule C z formule S je kone¢na
posloupnost Gy, ..., C, = C takova, Ze pro kazdé i < n je C; = Clo,
kde C; € S a o je pfejmenovani proménnych, nebo je C; rezolventou
néjakych dvou predchozich klauzuli (i stejnych).

@ Klauzule C je (rezoluci) dokazatelna z S, psano S - C, pokud ma
rezoluéni diukaz z S.

@ Zamitnuti formule S je rezolu¢ni dilkaz [0 z S.

@ S je (rezoluci) zamitnutelna, pokud S g .

Poznamka Eliminace vice literalt najednou je nékdy nezbytna, napf.
S={{P(x),P(y)},{-P(x),~P(y)}} je rezoluci zamitnutelna, ale nema
zamitnuti, pfi kterém by se v kazdém kroku eliminoval pouze jeden literal.

Petr Gregor (KTIML MFF UK) Vyrokova a predikatova logika - X1 ZS 2018/2019 14/16



zoluéni metoda v PL Rezoluéni dikaz

Priklad rezoluce

Mé&jme teorii T = {—P(x,x), P(x,y) — P(y,x), P(x,y) N P(y,z) — P(x,2)}.
Je T = (3x)—P(x, f(x))? Tedy, je nasledujici formule T’ nesplnitelnd?

T = {{_‘P(x7 x)},{ﬁP(x,y).,P(y, X)},{—\P(X7y),—\P(y, Z>7P(x7 Z)}v{P(x7f(x>)}}

e / \

{P(z,z) {=P(', o)}
//m/x\
{=P(f(z),2 {P(f(), ")}
i), N @~
{=P(x,y), =Py, 2), P(x, 2)} @)y {=Py), Py, o)} {P(, f(27)}
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Korektnost rezoluce

Nejprve ukazeme, Ze obecné rezolucni pravidlo je korektni.

Tvrzeni Necht C je rezolventa klauzuli C;, G,. Pro kazdou L-strukturu A,
AEC a A=EG = AEC

Dikaz Necht C, = C{ U {A,,... Ay}, G = CU{=By,...,~Bu}, oje

nejobecnéjsi unifikace pro S = {A;,..., A, By,...., By} a C= CloU Clo.
@ Jelikoz Gy, G, jsou oteviené, platii A = Cio a A E Cyo.
@ Mame Cyo = Cjo U {So}a Go = Clo U {—(So)}.
o Ukazeme, ze A |= Cle] pro kazdé e. Je-li A |= Sole], pak A = Cjole] a
tedy A = Cle]. Jinak A |~ So[e], pak A = Cj{o[e] atedy A |= Cle]. O

Véta (korektnost) Je-li formule S rezoluci zamitnutelna, je S nesplnitelna.

Dikaz Necht S g O. Kdyby A = S pro néjakou strukturu A, z korektnosti
rezoluéniho pravidla by platilo i A = 0O, coz neni mozné. M
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