
Cvičeńı z výrokové a predikátové logiky - 7
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1. (Předchoźı DÚ) V Hilbertově kalkulu dokažte pro libovolné formule ϕ, ψ, χ.

(a) T `H ϕ→ χ pro T = {ϕ→ ψ, ψ → χ}
(b) T `H ψ → χ pro T = {ϕ, ψ → (ϕ→ χ)}

2. Určete volné a vázané výskyty proměnných v následuj́ıćıch formuĺıch. Poté je převed’te na
varianty, ve kterých nebudou proměnné s volným i vázaným výskytem zároveň.

(a) (∃x)(∀y)P (y, z) ∨ (y = 0)

(b) (∃x)(P (x) ∧ (∀x)Q(x)) ∨ (x = 0)

(c) (∃x)(x > y) ∧ (∃y)(y > x)

3. Necht’ ϕ je formule (∀x)((x = z) ∨ (∃y)(f(x) = y) ∨ (∀z)(y = f(z))). Které termy jsou
substituovatelné do ϕ za jej́ı proměnné?

(a) term z za proměnnou x, term y za proměnnou x,

(b) term z za proměnnou y, term 2 ∗ y za proměnnou y,

(c) term x za proměnnou z, term y za proměnnou z,

4. Jsou následuj́ıćı formule variantou formule (∀x)(x < y ∨ (∃z)(z = y ∧ z 6= x))?

(a) (∀z)(z < y ∨ (∃z)(z = y ∧ z 6= z))

(b) (∀y)(y < y ∨ (∃z)(z = y ∧ z 6= y))

(c) (∀u)(u < y ∨ (∃z)(z = y ∧ z 6= u))

5. Pro jazyk L = 〈P, f, c〉, kde P je unárńı relačńı symbol, f je binárńı funkčńı symbol a c je
konstanta nalezněte struktury A a B takové, že

(a) A |= (∀x)P (f(x, c)) a B 6|= (∀x)P (f(x, c))

6. Mějme strukturu A = ({a, b, c, d},BA) pro jazyk s jediným binárńım relačńım symbolem B,
kde BA= {(a, c), (b, c), (c, c), (c, d)}. Určete, zda jsou následuj́ıćı formule v pravdivé v A.

(a) x B y

(b) (∃x)(∀y)(y B x)

(c) (∃x)(∀y)((y B x)→ (x B x))

(d) (∀x)(∀y)(∃z)((x B z) ∧ (z B y))

(e) (∀x)(∃y)((x B z) ∨ (z B y))

7. Pro každou formuli ϕ z předchoźıho cvičeńı nalezněte strukturu B (pokud existuje) takovou,
že B |= ϕ, právě když A 6|= ϕ.

8. Dokažte (sémanticky z definic) anebo nalezněte protipř́ıklad, že pro každou formuli ϕ plat́ı

(a) ϕ |= (∀x)ϕ

(b) |= ϕ→ (∀x)ϕ

(c) ϕ |= (∃x)ϕ

(d) |= ϕ→ (∃x)ϕ

9. Rozhodněte, zda jsou následuj́ıćı sentence (logicky) pravdivé / lživé / nezávislé.

(a) (∃x)(∀y)(P (x) ∨ ¬P (y))
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(b) (∀x)(P (x)→ Q(f(x))) ∧ (∀x)P (x) ∧ (∃x)¬Q(x)

(c) (∀x)(P (x) ∨Q(x))→ ((∀x)(P (x) ∨ (∀x)Q(x))

(d) (∀x)(P (x)→ Q(x))→ ((∃x)P (x)→ (∃x)Q(x))

(e) (∃x)(∀y)P (x, y)→ (∀y)(∃x)P (x, y)

10. (DÚ, libovolné dvě podúlohy) Zd̊uvodněte (sémanticky) následuj́ıćı vztahy. Pro každou struk-
turu A, formuli ϕ, sentenci ψ,

(a) A |= (ψ → (∃x)ϕ)⇔ A |= (∃x)(ψ → ϕ)

(b) A |= (ψ → (∀x)ϕ)⇔ A |= (∀x)(ψ → ϕ)

(c) A |= ((∃x)ϕ→ ψ)⇔ A |= (∀x)(ϕ→ ψ)

(d) A |= ((∀x)ϕ→ ψ)⇔ A |= (∃x)(ϕ→ ψ)

Neńı součást́ı DÚ: Plat́ı uvedené vztahy i pro formuli ψ, ve které x je volná proměnná? A
pro formuli ψ, ve které x neńı volná?

11. Uvažme teorii T (teorie grup) nad jazykem L = 〈+,−, 0〉 s rovnost́ı, kde + je binárńı funkčńı
symbol, − je unárńı funkčńı symbol, 0 konstantńı symbol, s axiomy

x+ (y + z) = (x+ y) + z

0 + x = x = x+ 0

x+ (−x) = 0 = (−x) + x

Rozhodněte, zda jsou následuj́ıćı formule pravdivé / lživé / nezávislé v T .

(a) x+ y = y + x

(b) x+ y = x → y = 0

(c) x+ y = 0 → y = −x
(d) −(x+ y) = (−y) + (−x)

12. Necht’ L = 〈F 〉 je jazyk s rovnost́ı, kde F je binárńı funkčńı symbol. Napǐste formule definuj́ıćı
(bez parametr̊u) v následuj́ıćıch strukturách následuj́ıćı množiny:

(a) interval (0,∞) v A = 〈R, ·〉, kde · je standardńı násobeńı reálných č́ısel,

(b) množinu {(x, 1/x) | x 6= 0} ve stejné struktuře A,

(c) množinu všech nejvýše jednoprvkových podmnožin N v B = 〈P(N),∪〉.
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