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1. Pavel a Quido hraj́ı kámen/n̊užky/paṕır v nekonečně mnoha kolech (oč́ıslovaných přirozenými
č́ısly). O hře a strategii těchto hráč̊u v́ıme, že

(i) V každém kole voĺı každý hráč právě jednu ze tř́ı možnost́ı kámen/n̊užky/paṕır.

(ii) Pavel hraje tak, aby v kole vyhrál, pokud Quido zopakuje sv̊uj tah (z předchoźıho kola).

(iii) Quido opakuje tah po Pavlovi (z předchoźıho kola).

Rezolućı chceme dokázat, že

(iv) Když hra začne v prvńım kole remı́zou (konkrétně v kamenech), tak v třet́ım kole bude
opět remı́za (konkrétně v paṕıru).

Necht’ prvovýroky pki , p
n
i , p

p
i a qki , q
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i , q

p
i pro i ≥ 1 označuj́ı, že “v i-tém kole Pavel zvolil

kámen, n̊užky, paṕır (respektive)” a “v i-tém kole Quido zvolil kámen, n̊užky, paṕır (respek-
tive)”. Označme P = {pki , pni , p

p
i , q

k
i , q

n
i , q

p
i | i ≥ 1}.

(a) Napǐste množiny T1, T2, T3 výrok̊u nad P vyjadřuj́ıćı (po řadě) tvrzeńı (i), (ii), (iii) a
výrok ϕ vyjadřuj́ıćı (iv). (2b)

(b) Převodem axiomů teorie T = T1 ∪ T2 ∪ T3 a výroku ϕ či jejich negaćı na CNF napǐste
teorii S v množinové reprezentaci, která je nesplnitelná, právě když T |= ϕ. (2b)

(c) Rezolućı dokažte, že S je nesplnitelná. Zamı́tnut́ı znázorněte rezolučńım stromem. (3b)

(d) Napǐste teorii T ′ nad jazykem P′ = {pki , p
p
i , q

k
i , q

p
i | i ≥ 1} takovou, že T je konzervativńı

extenźı teorie T ′. (Nápověda: vyjádřete totéž bez prvovýroku o n̊užkách.) (2b)

(e) Zjistěte, kolik má teorie T jednoduchých kompletńıch extenźı. Napǐste jednu takovou
jednoduchou kompletńı extenzi. (2b)

2. Necht’ T = {(∀x)(P (x) ∨Q(x)), (∃x)(¬Q(x))} je teorie jazyka L = 〈P,Q〉 bez rovnosti, kde
P,Q jsou unárńı relačńı symboly, a označme ϕ sentenci (∀x)P (x).

(a) Sestrojte dokončené tablo z teorie T s položkou Fϕ v kořeni. (3b)

(b) Z nejlevěǰśı bezesporné větve předchoźıho tabla sestrojte kanonický model A teorie T ,
ve kterém ϕ neplat́ı. (2b)

(c) Je ϕ dokazatelná, zamı́tnutelná, nebo nezávislá v T? Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)

(d) Má teorie T konzervativńı kompletńı extenzi? Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)

3. Necht’ T je teorie v jazyce L = 〈<, f, g〉 s rovnost́ı, kde f, g jsou unárńı funkčńı symboly a
< je binárńı relačńı symbol, s axiomy

ϕ1 : (∀u)(∃v)(∀x)(v < x→ u < f(x)),

ϕ2 : (∃u)(∀v)(∃x)(v < x ∧ ¬(u < g(x))).

(a) Pomoćı skolemizace sestrojte otevřeně axiomatizovanou teorii T ′ (př́ıpadně v širš́ım
jazyce L′) ekvisplnitelnou s T . (2b)

(b) Bud’ A = 〈R, <, id, tg′〉, kde < má sv̊uj obvyklý význam na R, id(r) = r pro všechna
r ∈ R, tg′(kπ/2) = 0 pro k ∈ Z a tg′(r) = tg(r) (tg je funkce tangens) pro r 6= kπ/2 s
k ∈ Z. Nalezněte expanzi A′ struktury A takovou, že A′ |= T ′. (2b)

(c) Uved’te př́ıklady množiny definovatelné a množiny nedefinovatelné v A bez parametr̊u.
Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)
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